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Kapitel 1
Einleitung
Der numerischen Simulation der Interaktion von Stro¨mungen und elasti-
schen Strukturen unter Beru¨cksichtigung aller Nichtlinearita¨ten des Problems
kommt in der Aeroelastik immer gro¨ßere Bedeutung zu. Treibende Kraft
hierfu¨r ist u.a. die zunehmende Gro¨ße projektierter Transportflugzeuge fu¨r
den schallnahen Reiseflug und die steigende Verwendung von Leichtbautech-
niken. Dies fu¨hrt im Flug zu so großen elastischen Auslenkungen der Trag-
fla¨chen, daß dies bereits in fru¨hen Stadien der Projektierung beru¨cksichtigt
werden muß, da die Einflu¨sse der elastischen Verformungen des Flugzeugs fu¨r
die aerodynamischen Eigenschaften sehr bedeutend werden ko¨nnen. Dies gilt
nicht nur fu¨r instationa¨re Vorga¨nge mit einem wechselseitigen periodischen
Energieaustausch der Struktur- und Stro¨mungskra¨fte, der zu Instabilita¨ten,
z.B. Flattern, fu¨hren kann, sondern auch fu¨r den stationa¨ren oder quasistati-
ona¨ren Flug. Eine widerstandsminimale Konfiguration im Reiseflug oder ei-
ne Steig- bzw. Sinkflug-optimierte Hochauftriebskonfiguration ist fu¨r große
Transportflugzeuge ohne Beru¨cksichtigung der Deformation der Flugzeugo-
berfla¨che im Flug nicht mo¨glich. Sogar Modelluntersuchungen in transsoni-
schen Windkana¨len, bei denen gleichzeitig Machzahl und Reynoldszahl des
Reisefluges eingehalten werden, sind ohne Erfassung der Modellverformun-
gen nicht richtig zu interpretieren.
Bisher wurde der Einfluß der Elastizita¨t im wesentlichen durch iteratives
(abwechselndes) Betrachten der (nichtlinearen) aerodynamischen Eigenschaf-
ten und der Struktur unter Last beru¨cksichtigt und im Anschluß daran, in der
Schlußphase der Entwicklung, die aerodynamische Stabilita¨t des Gesamtsy-
stems z.B. hinsichtlich der Flattergrenze mit linearen Methoden untersucht.
Durch die Nichtlinearita¨t der gasdynamischen Gleichungen, die zuneh-
mende Gro¨ße der Flugzeuge und den erweiterten Einsatz von Leichtbaustruk-
turen entsteht durch die komplexe Wechselwirkung zwischen Stro¨mung und
Struktur ein i. allg. hochgradig nichtlineares System, bei dem die Prognose
des Verhaltens in der Praxis mit den herko¨mmlichen Methoden kaum noch
mo¨glich ist. Insbesondere kommen neben der Untersuchung der Reiseflug-
konfiguration oder der Flattergrenze auch zunehmend Einflu¨sse von Steuerbe-
wegungen in Betracht, da die Eigenfrequenzen der Tragfla¨chen niedriger wer-
den und die Eigenschwingungen durch Steuerbewegungen oder Windbo¨en
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somit leichter angeregt werden ko¨nnen.
All dies verlangt nach dem Einsatz der direkten Simulation des gekoppel-
ten aeroelastischen Gesamtsystems bereits im Vorfeld der Entwicklung, um
evtl. auftretende Einbußen der aerodynamischen Leistung oder Steuerbarkeit
eines Flugzeugs bereits fru¨hzeitig erkennen und vermeiden zu ko¨nnen.
In dieser Arbeit werden Bauteile zu einem Programm vorgestellt, mit deren
Hilfe die Durchfu¨hrung solcher direkten aeroelastischen Simulationen (auch
Computational Aeroelastic Simulation, CAS) unter Verwendung vorhandener
Verfahren fu¨r die numerische Stro¨mungssimulation (Computational Fluid Dy-
namics, CFD) mo¨glich wird.
1.1 Stand der Technik
Generell ist zwischen Frequenzbereichsverfahren und Zeitbereichsverfahren
zu unterscheiden. Erstere sind gut geeignet fu¨r vollsta¨ndig linearisierte Pro-
bleme um schlanke Flugko¨rper [WS98] und Tragflu¨gel ohne Reibung. Bei der
Auslegung heutiger Fluggera¨te werden zumeist auch noch Frequenzbereichs-
verfahren verwendet. Praktisch werden in der Regel mehrere entkoppelte Pro-
bleme betrachtet: So wird die Auslegung eines Tragflu¨gels im Windkanalver-
such oder auch per Simulationsberechnung zwar unter Beru¨cksichtigung der
Verdrehung der einzelnen Querschnitte (sog. Twist) durchgefu¨hrt, die zu er-
wartende Verbiegung des Tragflu¨gels im Flug jedoch nachtra¨glich aus den so
ermittelten aerodynamischen Belastungen ermittelt. Durch den hohen Grad
der Nichtlinearita¨t des gekoppelten aeroelastischen Problems, z.B. im trans-
sonischen Flug eines sehr elastischen Flugzeuges, wird diese Vorgehenswei-
se den Anforderungen nicht mehr gerecht und die Anwendung von Zeit-
bereichsverfahren notwendig, bei denen mit numerischer Zeitintegration in
beiden Gebieten operiert wird. Derartige multidisziplina¨re Verfahren mit ge-
naueren mathematischen Modellen und numerischen Berechnungsverfahren
fu¨r die vollsta¨ndig gekoppelte Aerostrukturdynamik sind daher weltweit Ge-
genstand der aktuellen Forschung [Ho¨n01].
Unter den im Zeitbereich operierenden Verfahren ko¨nnen im wesentlichen
zwei Grundverfahren zur numerischen Simulation von Stro¨mungs–Struktur–
Interaktion unterschieden werden. Zumeist wird eine sogenannte ”lose Kopp-
lung“ von zwei separaten Verfahren fu¨r Struktur und Stro¨mung vorgenom-
men, die mathematisch als eine Gebietszerlegung betrachtet werden kann
[Sch97, Bri03, Bal03, HB01, KHS, FPD01, MNF01]. Seltener, vor allem aufgrund
der hohen Komplexita¨t, die eine wirtschaftliche Anwendung erschwert, ist ei-
ne ”monolithische“ Mehrfeldformulierung durch ein System von gekoppelten
Differentialgleichungen [BH97, Mas02].
Das erste Vorgehen bietet den Vorteil, vorhandene Verfahren durch eine
geeignete Schnittstelle algorithmisch miteinander verbinden zu ko¨nnen. Es
wird in der vorliegenden Arbeit zum Einsatz gebracht. Bei diesem Verfah-
ren sind zwei grundsa¨tzliche Probleme zu beachten: eine einfache, alternie-
rende Kopplung fu¨hrt in der Regel nicht zu einem zeitgenauen System. In
[Hur02, HB01, Mas02, FPD01] wurden Ansa¨tze vorgestellt, diesen sogenann-
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ten Kopplungsphasenfehler zu vermeiden. Der zweite, fu¨r die Qualita¨t des Ge-
samtverfahrens entscheidende Punkt ist die U¨bergabe der aerodynamischen
Lasten bzw. Oberfla¨chenbewegungen zwischen Stro¨mungs- und Struktursi-
mulation. Dabei ist die Energiebilanz des Gesamtsystems ebenso zu beachten
[Mas02, CL97, FLL98] wie eine konsistente Beschreibung der Oberfla¨chende-
formation. Da beide Punkte stark von den verwendeten Verfahren, insbeson-
dere fu¨r die Simulation der Strukturdynamik, abha¨ngen, bilden diese Punkte
einen Schwerpunkt dieser Arbeit.
Fu¨r die Stro¨mungssimulation sind im wesentlichen Finite–Elemente oder
Finite–Volumen–Verfahren im Einsatz, wobei die letztgenannten bei weitem
u¨berwiegen. Je nach Einsatzzweck werden hier die Euler- oder die Navier–
Stokes–Gleichungen gelo¨st. Die vorliegende Arbeit ist nicht auf ein spezi-
elles Modell der bekannten Lo¨sungsverfahren fokussiert, jedoch wird der
Stro¨mungslo¨ser FLOWer1 [FLO00, KRBT00], ein dreidimensional rechnendes
Finite–Volumen–Verfahren fu¨r strukturierte Hexaedernetze, als typisches Pro-
gramm verwendet.
Auf der Strukturseite kommen heutzutage fast ausschließlich Finite–
Elemente–Verfahren zum Einsatz, mit deren Hilfe sich auch komplizierte
Tragstrukturen gut modellieren lassen. So ist NASTRAN das bei der Flugzeu-
gentwicklung zumeist eingesetzte Programm (z.B. auch in [KHS]). Fu¨r viele
Untersuchungen ist jedoch eine reduzierte Modellierung der Tragstrukturen
durch ein Balkenmodell [BBH
 
01, Bri03, Nel96] mo¨glich. In dieser Arbeit wird
ein solches reduziertes Modell verwendet, bei dem die tragende Struktur unter
Verwendung verallgemeinerter Timoshenko–Balkenelemente modelliert wird.
1.2 Zielsetzung
Aufbauend auf vorhergehende Arbeiten im Rahmen des SFB 4012 [Bal03,
HB01, Bri03, Mas02] werden in dieser Arbeit fehlende Komponenten fu¨r die
Kopplung der verwendeten Stro¨mungslo¨ser, vornehmlich FLOWer, und eines
Strukturmodells implementiert, wie auch das Strukturmodell selbst.
Einen wesentlichen Bestandteil stellt ein neues Verfahren fu¨r die Defor-
mation der Rechengitter des Stro¨mungslo¨sers dar, das mit Hinblick auf insta-
tiona¨re Berechnungen mit la¨ngerer Laufzeit effizient arbeiten soll. Es wurde
ein einfacher Ansatz gewa¨hlt, der die Vorteile verschiedener Verfahren ver-
knu¨pft. Praktisch wird dabei ein grobes Gitter als elastisches System betrach-
tet, das die Winkeltreue der Gitterlinien in ihren Kreuzungspunkten beachtet.
Das beno¨tigte feine Gitter wird darin per Interpolation bestimmt.
Insgesamt wird eine Bibliothek von Programmteilen zur Verfu¨gung ge-
stellt, die mit wenigen A¨nderungen im Stro¨mungslo¨ser die Berechnung von
Stro¨mungs–Struktur–Interaktionen im stationa¨ren oder dynamischen Fall er-
1Vom DLR in Zusammenarbeit mit verschiedenen Partnern aus Industrie und Forschung
entwickelt. Das Lehr- und Forschungsgebiet fu¨r Mechanik ist ebenfalls daran beteiligt.
2Sonderforschungsbereich 401 der Deutschen Forschungsgemeinschaft, Bonn. Thema:
Stro¨mungsbeeinflussung und Stro¨mungs–Struktur–Wechselwirkung an Tragflu¨geln. Seit 1997
an der RWTH Aachen gefo¨rdert.
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laubt. Dabei soll das betrachtete Fluggera¨t u¨ber beliebige Freiheitsgrade der
starren Bewegung verfu¨gen, also frei fliegend oder als Modell im Windkanal
irgendwie gelagert sein ko¨nnen. Die einzelnen Bestandteile werden zuna¨chst
bzgl. ihrer Funktionsweise und Implementierung beschrieben, abschließend
werden verschiedene Simulationsergebnisse aus der Anwendung des Gesamt-
programmes dargestellt.
Um die Stabilita¨t und Steuerbarkeit, etwa die Wirkung von Lenk-
mano¨vern, besser bestimmen zu ko¨nnen oder entsprechende aerodynamische
oder aeroelastische Beiwerte effektiv berechnen zu ko¨nnen, ist ein Ziel der
Verfahren, die Berechnung der Flugbahn fu¨r einen elastischen oder starren
Flugko¨rper mit Hilfe direkter numerischer Simulation durchzufu¨hren.
Kapitel 2
Gitterdeformationsmodell
2.1 Problemstellung
Fu¨r die Erfu¨llung der Stro¨mungsrandbedingungen wa¨hrend einer direkten
Simulation von aeroelastischen Vorga¨ngen ist es notwendig, die Geometrie
des Rechennetzes fu¨r die Stro¨mung den Deformationen der aerodynamischen
Oberfla¨che des elastischen Ko¨rpers anzupassen, in der englischsprachigen Li-
teratur wurde dafu¨r der Begriff ”dynamic mesh“ gepra¨gt. Bei den hier verwen-
deten Programmen fu¨r die Stro¨mungssimulation kommen Rechennetze zum
Einsatz, die aus mehreren Blo¨cken strukturierter Hexaeder- oder Vierecksnet-
ze aufgebaut sind. Dabei ko¨nnen Situationen auftreten, in denen nicht nur die
Netze deformiert werden mu¨ssen, die direkt an den elastischen Ko¨rper an-
grenzen, sondern in denen auch entfernt liegende bzw., je nach Anwendungs-
fall, alle Bereiche des Rechengitters betroffen sind.
Bei strukturierten oder unstrukturierten Hexaedernetzen fu¨r Differenzen-
verfahren ist es fu¨r eine gute Simulation der Stro¨mung wesentlich, daß die ein-
zelnen Zellen eine mo¨glichst rechteckige Form haben. Insbesondere im Grenz-
schichtbereich an festen Wa¨nden ha¨ngt die Qualita¨t der Lo¨sung von der Rich-
tung der von der Oberfla¨che abgehenden Gitterlinien ab. An der Grenze zwei-
er Rechenblo¨cke ist es fu¨r eine schnelle Konvergenz der Lo¨sung wichtig, daß
die Gitterlinien beim U¨bergang von einem Block in den anderen mo¨glichst
wenig abknicken. Diese Punkte sind bereits bei der Erstellung solcher Rechen-
netze zu beachten, ko¨nnen aber bei der Deformation des Gitters leicht verletzt
werden. Fu¨r Tetraedernetze, z.B. von FE–Verfahren, gelten a¨hnliche Bedingun-
gen, teilweise in abgeschwa¨chter Form. Aufgrund der besseren Qualita¨t der Si-
mulationsergebnisse fu¨r Hexaedernetze im ko¨rpernahen Bereich, werden auch
oft hybride Netze verwendet, die beide Typen miteinander vereinen, indem
im Grenzschichtbereich quasi–strukturierte Hexaeder- oder Prismennetze ver-
wendet werden und außerhalb davon unstrukturierte Tetraedernetze.
Das Deformationsprogramm muß also in der Lage sein, das Stro¨mungs-
gitter bei vorgegebener Deformation bestimmter Oberfla¨chen so zu deformie-
ren, daß die Schnittwinkel der Gitterlinien, und damit die Form der einzel-
nen Zellen, weitgehend erhalten bleiben. Damit mo¨gliche Fehlerquellen bei
der Anwendung des Programms minimiert werden, soll zudem die Zahl der
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Eingriffsmo¨glichkeiten durch den Anwender auf ein Minimum reduziert wer-
den. Dies bedingt einen weitgehend automatisierten Ablauf.
Fu¨r die Nachfu¨hrung von Gittern werden verschiedene Techniken verwen-
det. Neben der Interpolation der Verschiebungen [Bri03, HBB00, Wer97], ist
hier vor allem die Modellierung der Gitter als fiktives Fachwerk aus gelenkig
verbundenen Federn zu nennen [Bat89, Wic01]. Beide Vorgehensweisen ha-
ben fu¨r Hexaedernetze, auf denen der Schwerpunkt dieser Arbeit liegt, erheb-
liche Nachteile. Bei der reinen Interpolation ist es schwierig, Mehrblocknetze
zu deformieren, wenn mehr als ein Block deformiert werden muß. Ein we-
sentlicher Nachteil bei Verwendung des Federmodelles ist die fehlende Win-
keltreue sowohl an den Oberfla¨chen, als auch an den inneren Knoten des Git-
ters. Dies kann in der Regel durch eine nachgeschaltete elliptische Gla¨ttung
des Gitters teilweise wieder kompensiert werden. Jedoch ist diese in der An-
wendung nicht nur recht teuer, sondern an konkaven Konturknicken auch git-
terverschlechternd, indem die Verteilung der Gitterlinien in der Grenzschicht
lokal vergro¨bert wird. Dadurch geht der Vorteil der Einfachheit der genannten
Verfahren mindestens teilweise wieder verloren. Ein anderer wichtiger Nach-
teil des Federmodelles ist, daß ha¨ngende Knoten nicht mo¨glich sind. Dieser
Mangel kann auch nicht durch einen Alternativvorschlag von [DF02] beseitigt
werden, indem in den Knoten des Netzes eine zusa¨tzliche Torsionssteifigkeit
hinzugefu¨gt wird, die die Winkela¨nderungen bei der Deformation des Netzes
reduzieren.
Ein anderer mo¨glicher Ansatz ist die Betrachtung des Gitters als elastischer
Ko¨rper. Hier machen [JT94, HCAK02] einen Vorschlag, das komplette Gitter
als homogenen, linearelastischen, massiven Festko¨rper aufzufassen. Fu¨r die
Deformation großer Gitter ist dafu¨r allerdings auch ein hoher Rechenaufwand
notwendig. In [Wic01] wird, um entsprechend große starre Lagevera¨nderung
des gesamten Gitters auffangen zu ko¨nnen, die Festko¨rperanalogie auf einen
hyperelastischen Ansatz erweitert. Allerdings wird auch festgestellt, daß bei
moderaten Drehwinkeln (im Beispiel 30◦) das linearelastische Modell eine gu-
te Gitterqualita¨t bei wesentlich geringerer Rechenzeit liefert.
In dieser Arbeit wird ein Mittelweg zwischen dem linearelastischen massi-
ven Festko¨rper zur Darstellung des Netzes und der Federanalogie beschritten.
A¨hnlich wie bei der Federanalogie werden die Kanten des Netzes durch phy-
sikalische Strukturen nachgebildet, jedoch werden anstelle von Federn linear-
elastische Balken verwendet. In Abb. 2.1 wurde ein Gitter u¨ber einer gelenkig
gelagerte Platte einer starken Deformation unterzogen. In der linken Bildha¨lfte
ist das deformierte Gitter nach linearer Interpolation dargestellt, in der rech-
ten Ha¨lfte wurde fu¨r die Berechnung der Deformation ein elastisches Modell
herangezogen, bei dem wie oben angesprochen alle Gitterkanten durch Bal-
ken dargestellt werden. Der zweite Ansatz hat klar sichtbare Vorteile, da keine
Knicke in den Gitterlinien auftreten und trotzdem die Verteilung der Linien
am Rand relativ gut gewa¨hrleistet bleibt, wie in Abb. 2.2 zu sehen ist. Aller-
dings entsteht, a¨hnlich wie bei der Modellierung als elastischer Festko¨rper, ein
relativ großer Rechenaufwand.
Der hier vorgestellte Ansatz versucht die Vorteile beider Wege zu verbin-
den, indem fu¨r weite Teile des Gitters ein schneller und einfacher Interpola-
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Abbildung 2.1: Vergleich der Gitterdeformation via Interpolation (linke Bildha¨lfte)
und einer Deformation unter Verwendung von elastischen Balken fu¨r
alle Gitterkanten (rechte Bildha¨lfte).
tionsansatz verwendet wird und nur ausgewa¨hlte Linien als Festko¨rper de-
formiert werden. Entscheidend fu¨r die Qualita¨t derart erzeugter Netze ist of-
fensichtlich die Auswahl der elastisch zu modellierenden Linien, wie weiter
unten ausfu¨hrlich erla¨utert wird.
Auch wenn die Deformation strukturierter Mehrblocknetze in der ak-
tuellen Aufgabe im Vordergrund steht, so bietet diese Vorgehensweise die
Mo¨glichkeit, beliebige Gitterstrukturen zu deformieren, indem ein geeignetes,
sehr grobes Netz der elastischen Deformation unterworfen wird.
2.2 Fiktive Rahmentragwerke
Soll eine Verbindungslinie zwischen zwei Punkten an eine A¨nderung der Lage
einzelner Punkte auf dieser Linie und in deren Umgebung angepaßt werden,
so bietet sich die Modellierung dieser Linie bei nicht zu großen Dehnungen als
linearelastischer Balken an. Aufgrund der physikalischen Eigenschaften eines
elastischen Balkens ko¨nnen sowohl Verschiebungen als auch Winkela¨nderun-
gen u¨bertragen werden. Hinzu kommt, daß unno¨tige Kru¨mmungen der defor-
mierten Linie vermieden werden, entsprechend dem Prinzip der Minimierung
der Forma¨nderungsenergie, die weit u¨berwiegend aus Verkru¨mmungsenergie
besteht.
Verwendet man nun fu¨r eine geeignete Auswahl an Gitterlinien fikti-
ve, durchlaufende Balken, die an den Kreuzungspunkten fest miteinander
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Abbildung 2.2: Vergleich der Gitterdeformation via Interpolation (linke Bildha¨lfte)
und einer Deformation unter Verwendung von elastischen Balken fu¨r
alle Gitterkanten (rechte Bildha¨lfte). Jeweils Ausschnitte der Gitter
aus Abbildung 2.1
verschweißt sind, so erha¨lt man ein fiktives Rahmentragwerk. Fu¨r ebene
Stro¨mungsprobleme ist es ein ebenes Tragwerk, wie es in Abb. 2.1 in der rech-
ten Bildha¨lfte dargestellt ist. Fu¨r dreidimensionale Stro¨mungen ergibt sich ent-
sprechend ein fiktives, ra¨umliches Rahmentragwerk. Die fiktiven Balken wer-
den dort, wo sie auf die umstro¨mte Oberfla¨che des elastischen Festko¨rpers
auftreffen, fest eingespannt. Dies ist fu¨r die Erhaltung der Winkel des Rechen-
gitters fu¨r die Stro¨mung an den Oberfla¨chen des Festko¨rpers wesentlich, da
diese durch die Einspannung gewa¨hrleistet wird. Durch an den Einspannun-
gen im Festko¨rper vorgegebene Verschiebungen und Winkela¨nderungen wird
das gesamte fiktive Rahmentragwerk deformiert. Aus den Deformationen der
einzelnen Balken kann nun die Anpassung des gesamten Rechennetzes kon-
struiert werden.
Das fiktive Rahmentragwerk ist masselos, so daß es in jeder Lage, auch bei
beliebigen zeitabha¨ngigen Verformungen, eine elastische Gleichgewichtskon-
figuration darstellt. Deshalb unterliegt die aktuelle Verformung bei Annahme
linearelastischen Materialverhaltens unter den aufgepra¨gten Rand- und U¨ber-
gangsbedingungen dem Minimumprinzip des elastischen Potentials.
Fu¨r die Modellierung des Rahmentragwerkes wird ein Finite–Elemente–
Modell verwendet. Da bereits fu¨r die Modellierung des elastischen
Flugko¨rpers ein entsprechendes Programm im Rahmen dieser Arbeit erstellt
wurde (s. Kapitel 3), bot sich diese Vorgehensweise als vorteilhaft an.
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Das Rahmentragwerk wird hier in Form von Listen aus Knoten und Linien
abgebildet. Die Knoten sind weiterhin in verschiedene Klassen, entsprechend
den dort herrschenden Randbedingungen, unterteilt:
1. Rumpfknoten: Knoten, die auf der Oberfla¨che des elastischen
Festko¨rpers liegen. Zu jedem dieser Knoten muß eine Deformati-
on, bestehend aus Verschiebung und Verdrehung, vorgegeben werden.
2. Wandknoten: Diese Knoten sind am a¨ußeren Rand des Rechengebie-
tes unbeweglich fest eingespannt und ko¨nnen z.B. fu¨r Fernfeldra¨nder
verwendet werden, die nicht verschoben werden du¨rfen. Wand- und
Rumpfknoten schließen sich gegenseitig aus.
3. Symmetrieknoten: Jedem Knoten ko¨nnen eine oder mehrere Symmetrie-
bedingungen zugeordnet werden. Eine x–Symmetrie bedeutet, daß der
Knoten in Richtung der x–Achse nicht verschoben werden kann. Wand-
knoten erfu¨llen naturgema¨ß alle Symmetriebedingungen. Bei Rumpf-
knoten muß bei der Vorgabe der Deformation bereits auf eventuelle Sym-
metrien geachtet werden.
4. Freie Knoten: Alle u¨brigen Knoten sind frei beweglich.
5. Ha¨ngende Knoten sind zugelassen. Es sind freie oder Symmetrie–
Knoten, in denen ein fiktiver Balken auf einem anderen durchlaufenden
fiktiven Balken endet.
Mit dieser Diskretisierung ergibt sich fu¨r das Prinzip der Minimierung der
Forma¨nderungsenergie mit der potentiellen EnergieU des Rahmens (fu¨r einen
einzelnen Balken in Gl. (3.20) auf Seite 38 dargestellt)
U =
1
2
∆
 
K∆
das zu lo¨sende Minimalproblem
U −W = min.
Darin repra¨sentiert das Symbol ∆ die generalisierten Verschiebungen in den
Knoten des fiktiven Rahmens und K die Steifigkeitsmatrix, die symmetrisch ist
(vgl. Kapitel 3). Ferner ist W = ∆
 
F die Arbeit der aus den Randbedingungen
abgeleiteten generalisierten Kra¨fte F.
Zur Bestimmung der Deformation des Rahmens zu einer gegebenen De-
formation an den Rumpfknoten wird das oben bereits genannte Minimum-
prinzip fu¨r die elastische Energie des fiktiven Rahmentragwerkes gelo¨st, das
die stationa¨re Lo¨sung liefert. Zur Lo¨sung des daraus resultierenden, großen
Gleichungssystems K∆ = F wird ein Verfahren der konjugierten Gradienten
mit Vorkonditionierung durch ein symmetrisches Einzelschrittverfahren ver-
wendet [Gre97, BBC
 
94].
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2.3 Implementierung fu¨r Mehrblocknetze vom FLOWer–
Typ
Alle oben gemachten Ausfu¨hrungen u¨ber das Netzdeformationsverfahren an
sich sind fu¨r beliebige Gitterstrukturen anwendbar. Das Verfahren kann fu¨r
zwei- oder dreidimensionale Gitter strukturierter wie unstrukturierter Art im-
plementiert werden. Nachfolgend wird die Implementierung fu¨r die Verwen-
dung mit dem Stro¨mungslo¨ser FLOWer beschrieben. FLOWer rechnet auf Net-
zen, die aus mehreren, sich nicht u¨berschneidenden Blo¨cken strukturierter He-
xaedernetze bestehen.
Die Implementierung fu¨r strukturierte Mehrblocknetze sorgt fu¨r den auto-
matischen Aufbau eines passenden fiktiven Rahmenmodells zum gegebenen
Rechennetz. Nach der Bestimmung von dessen Deformation wird diese hier
in das Rechennetz u¨bertragen und das neue, deformierte Rechennetz erstellt.
2.3.1 Aufbau des fiktiven Rahmentragwerkes
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Abbildung 2.3: Aeroelastische Problemstellung nach [HB01, BD95, Mas02]. Die
Randbereiche 1,2 und 3 (durchstro¨mbare Gebietsra¨nder) des Git-
ters werden wahlweise als freie Knoten oder aber als Wandknoten in
das fiktive Rahmentragwerk u¨bernommen, die nicht durchstro¨mbaren
Segmente 4,5 und 6 als Rumpfknoten. Evtl. im Inneren des Gebietes
liegende Blockgrenzen (7) werden als Linien mit freien Knoten u¨ber-
nommen. Wird das Problem eben betrachtet (z.B. zweidimensional),
so mu¨ssen alle genannten freien Knoten natu¨rlich eine entsprechende
Symmetriebedingung fu¨r die Berechnungsebene erfu¨llen.
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Damit das Programm zur Gitternachfu¨hrung einfach handhabbar und
auch in vollsta¨ndig gekoppelten Simulationsrechnungen einsetzbar ist, muß
das fiktive Rahmentragwerk aus einem gegebenen FLOWer–Gitter vollauto-
matisch extrahiert werden. Dieser Vorgang kann durch verschiedene Parame-
ter beeinflußt werden, von denen zwei fu¨r den Anwender wa¨hlbar sind, um
eventuell nichtidealen Gegebenheiten Rechnung zu tragen.
Es werden generell drei Typen von Gitterlinien unterschieden: Kantenli-
nien von Gitterblo¨cken, Grenzen zwischen verschiedenen Randbedingungen
auf den Blockoberfla¨chen, den sogenannten Segmenten, und sonstige Linien.
Alle Linien der ersten beiden Kategorien sind fu¨r die Konstruktion des Gitters,
und damit auch seine Anpassung, wesentlich und werden automatisch in das
fiktive Rahmentragwerk aufgenommen.
Treten Blo¨cke auf, die geometrisch große Streckungsverha¨ltnisse aufwei-
sen, so kann es notwendig sein, zusa¨tzliche Linien zur guten Nachfu¨hrung des
Gitters heranzuziehen. Wenn beispielsweise ein flaches C–Netz einen gesam-
ten Tragflu¨gel umgibt, so ko¨nnte eine Durchdringung der Flu¨geloberfla¨che mit
der Außenfla¨che des C–Netzes auftreten, falls nicht entsprechende Balken als
”Stu¨tzen“ in den Rahmen eingefu¨gt werden.
1 Um diesem Problem zu begeg-
nen, wird ein vom Anwender wa¨hlbarer Prozentsatz aller u¨brigen Gitterlinien
mit in das Rahmentragwerk aufgenommen.
In den Abbildungen 2.4 und 2.5 ist solch ein Fall dargestellt. Im Gitter wur-
de entlang einer horizontal nahe der u¨berstro¨mten Fla¨che verlaufenden Linie
eine Blockgrenze eingefu¨hrt. Bei der Deformation besteht jedoch keine Ver-
bindung zwischen der deformierten Oberfla¨che und der Blockgrenze, so daß
diese nicht deformiert wird. Wa¨hlt man dagegen zusa¨tzlich zu den Blockgren-
zen und a¨hnlichen Linien 6% aller Gitterlinien fu¨r das fiktive Rahmentragwerk
aus, so wird die Blockgrenze gegenu¨ber der sich deformierenden Oberfla¨che
abgestu¨tzt und entsprechend mitbewegt. In den Abbildungen wird die Posi-
tion der Knoten in den grau hinterlegten Gebieten durch Interpolation (s.u.)
festgelegt, wohingegen die von einem weißen Band eingefaßten Gitterlinien
Bestandteile des fiktiven Rahmentragwerkes sind.
Anhand der vorgegebenen Randbedingungen fu¨r die Stro¨mungssimula-
tion werden verschiedene Randbedingungen fu¨r das Rahmentragwerk fest-
gelegt. Alle a¨ußeren oder inneren Fla¨chen vom Typ ”feste Wand“ werden
als Rumpfknoten modelliert. Aus- und Einstromfla¨chen und u¨brige Fern-
feldra¨nder werden auf Wunsch unbeweglich (als Wandknoten) oder beweg-
lich gestaltet. In den Abb. 2.6 und 2.7 wird an einem starr gedrehten Trag-
flu¨gelprofil dargestellt, wie sich die Gitternachfu¨hrung mit festgehaltenem
bzw. beweglichem Außenrand verha¨lt. Die Verwendung eines beweglichen
Außenrandes ist außer bei großen Winkela¨nderungen, wie im vorangehenden
Beispiel, gerade bei Gittern fu¨r U¨ber- oder Hyperschallsimulationen, bei de-
nen das Gitter an der Einstro¨mseite oft sehr dicht an den Flugko¨rper heran-
reicht, wichtig, da das Gitter unter Umsta¨nden zu klein ist, um die Bewegun-
gen des Flugko¨rpers aufzufangen. Im u¨brigen werden Symmetriebedingun-
1Ein typischer Anwendungsfall fu¨r diese Vorgehensweise wa¨re auch die Deformation eines
oberfla¨chennahen Netzbereiches, der mit Hilfe der Offset–Technik [Bra92] erstellt wurde.
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Abbildung 2.4: Darstellung der Deformation einer gelenkig gelagerten Platte. Das
Gitter wurde deformiert, indem nur Blockgrenzen (dicke Linien)
als Teile des fiktiven Rahmentragwerkes herangezogen wurden. Ei-
ne sinnvolle Deformation des fiktiven Rahmens findet nicht statt, da
zu wenig aussteifende Balken verwendet werden.
gen vollsta¨ndig beachtet.
Auf diese Weise entsteht ein Rahmen, der ebenfalls als grobes Netz auf-
gefaßt werden kann, das eine Einteilung des gesamten Gitters in strukturierte
Blo¨cke vornimmt.
Die bei der Bildung des Rahmens verwendeten Balkenelemente haben al-
le die gleichen Querschnitts- und Materialdaten. Da keine physikalischen Ei-
genschaften nachgebildet werden mu¨ssen, ist die Wahl der Daten weitgehend
frei mo¨glich. Durch die Verha¨ltnisse der Biege-, Scher-, La¨ngs- und Torsions-
steifigkeiten untereinander kann ein gewisser Einfluß auf das Deformations-
verhalten des Gitters ausgeu¨bt werden. Fu¨r die dargestellen Beispiele wurde
verwendet: E = G = 10  

N/m

, Scherkoeffizient κ = 0.833, Querschnitt
A = 0.1 cm

, Biegefla¨chentra¨gheitsmomente I   = I  = 0.25pi cm

und das
Torsionstra¨gheitsmoment I   = 0.5pi cm

. Es ist auch denkbar, die Steifigkeit
der Balkenelemente umgekehrt proportional zu ihrer La¨nge zu gestalten, so-
fern wie hier bei der Modellierung der FLOWer–Gitter fu¨r jede Kante im Netz
ein einzelnes Balkenelement verwendet wird. Dies kann dazu beitragen, die
Deformation in Bereichen feiner Diskretisierung besser zu erhalten, so wie es
bei der Deformation mittels des Federmodelles [Bat89, DF02] notwendig ist.
Die erreichte Qualita¨t der erzeugten Gitter mit konstanten Daten ist jedoch
ausreichend gut.
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Abbildung 2.5: Analog wie in Abb. 2.4, jedoch wurden zusa¨tzlich 6% der Gitterlinien
als aussteifende Elemente des Rahmens verwendet.
Um die Nachfu¨hrung des Gitters an der Oberfla¨che des elastischen Ko¨rpers
mo¨glichst fehlerfrei zu halten, werden zusa¨tzlich alle Punkte auf der Ober-
fla¨che des Ko¨rpers als Rumpfknoten definiert. Dies erho¨ht nicht den Rechen-
aufwand bei der Deformation des zugeho¨rigen Rahmens, sondern dient al-
leine der genaueren Rekonstruktion der Gitterdeformation in der Na¨he des
elastischen Festko¨rpers bei der Ausgabe. Die Entscheidung u¨ber die Genau-
igkeit der Approximation der Deformation der Festko¨rperoberfla¨che ist somit
aus dem Gitterdeformationsprogramm herausgenommen worden und muß
an anderer Stelle entschieden werden.
2.3.2 Interpolation im Blockinneren
Die gewa¨hlte Struktur zum Aufbau des Rahmentragwerkes liefert ein ana-
log zur Blockstruktur aufgebautes, grobes Netz, an dem die Deformation be-
stimmt wurde. Um die Anpassung der u¨brigen Gitterpunkte zu bestimmen,
bietet sich eine Interpolation an. Je nach Lage des Punktes wird eine zwei-
oder dreidimensionale Interpolation vorgenommen, die die geometrische La-
ge des Punktes innerhalb der umgebenden Rahmenbalken gut beru¨cksichtigt.
Liegt der zu bestimmende Knoten in einer Gitterfla¨che, die von Rahmen-
balken eingeschlossen ist, so ist nur eine zweidimensionale Interpolation not-
wendig. Es wird eine bilineare Interpolation angewendet, bei der eine Wich-
tung zur Beru¨cksichtigung der geometrischen Lage des zu interpolierenden
Punktes innerhalb des Rahmens enthalten ist, die im Folgenden erkla¨rt wird:
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Abbildung 2.6: Flu¨gelprofil, starr um 20◦ gedreht, Außenrand des Gitters festgehal-
ten, ein C–Block mit 4% Stu¨tzlinien.
Auf den vier begrenzenden Balken sind die gesuchten Werte f1, f2, f3 und
f4 bekannt. Der Wert f an der Kreuzung eines bestimmten Paares von i- und
j-Linien ergibt sich aus
f =
f
 
(1 − I
 
)I  + f  I
 
I 
I  + I 
+
f  (1 − I  )I  + f I  I 
I  + I
(2.1)
mit
I
 
=
d
 
d 
, I  =
d 
d 
und I  =
d
 
 
(d  − d
 
)
 
(d  /2)

, I  =
d
 

(d − d  )
 
(d  /2)

.
Die Absta¨nde d
 
, . . . , d  werden entlang den Gitterlinien bestimmt, indem
die Kanten zwischen zwei Knoten als gerade angesehen werden (vgl. Abb.
2.8). Die Faktoren I  und I  sorgen dafu¨r, daß der geometrische Abstand ei-
nes Punktes vom na¨chsten Rahmenbalken bei der Interpolation beru¨cksichtigt
wird. Fu¨r den Exponenten n wird in der Regel der Wert 2 oder 3 verwendet,
fu¨r den Exponenten m Werte zwischen 0 und 2n. n = 2 und m = 2(n − 1)
haben sich als gu¨nstig erwiesen. Diese Wichtung stellt sicher, daß die er-
ste(n) Schicht(en) neben einem Balken nahezu parallel zu diesem verschoben
wird/werden.
Im allgemeinen, dreidimensionalen Fall wird eine analoge trilineare Inter-
polation in allen drei Raumrichtungen durchgefu¨hrt.
In [Wer97, HBB00] werden fu¨r die Konstruktion von FLOWer–Netzen bzw.
deren Deformation Interpolationsverfahren vorgestellt, bei denen die Rolle
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Abbildung 2.7: Flu¨gelprofil, starr um 20◦ gedreht, Außenrand des Gitters mitbewegt,
ein C–Block mit 4% Stu¨tzlinien.
der Faktoren I  und I von sogenannten ”Blending“–Funktionen in der Gestalt
entsprechend ausgewa¨hlter Polynome ho¨herer Ordnung u¨bernommen wird.
2.3.3 Problemfa¨lle
Neben den bereits erwa¨hnten geometrisch langgestreckten Gitterblo¨cken,
ko¨nnen auch entstehende Knicke bei gro¨ßeren Winkeln Probleme bei der Git-
terdeformation verursachen.
Im ersteren Fall kann Abhilfe geschaffen werden, indem die Einteilung des
Gitters in Blo¨cke ggf. vera¨ndert wird. Ideal sind Blo¨cke mit geometrisch etwa
gleichen Kantenla¨ngen. Theoretisch denkbar sind fu¨r die Zukunft auch adapti-
ve Methoden bei der Auswahl entsprechender Netzlinien als Bestandteile des
elastischen Rahmens.
Bei Knicken, wie sie z.B. am Ende einer gelenkig gelagerten Platte auftreten
ko¨nnen, kann es Probleme mit der U¨berschneidung von Gitterlinien oder auch
dem Auseinanderziehen der Linien nahe der Oberfla¨che geben, was bei der
Lo¨sung der Navier–Stokes–Gleichungen unerwu¨nscht ist. Diese Schwierigkeit
tritt auch bei der Konstruktion von Offsetfla¨chen auf [Bra92]. Sie kann wie dort
durch eine geeignete Wahl von Blockgrenzen bzw. der Dichte virtueller Balken
innerhalb der Blo¨cke i.allg. jedoch umgangen werden.
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Abbildung 2.8: Skizze zur zweidimensionalen Interpolation.
2.4 Beispiele
2.4.1 Ebene Platte mit Gelenk (2D)
An diesem einfachen Beispiel ist gut zu erkennen, daß die Gitterlinien auch
nach der Deformation noch weitgehend orthogonal zueinander verlaufen. Ins-
besondere in der Na¨he der Platte bleibt die Orthogonalita¨t sehr gut gewa¨hr-
leistet. Jedoch kann man auch das bereits angesprochene Problem mit dem
Auseinanderziehen der Grenzschicht in der Na¨he des Gelenks beobachten. Da
es sich um ein Gitter mit einem einzigen Block handelt, wurde versucht, die-
sen Effekt mit der Wahl verschiedener Balkendichten innerhalb des Blockes
abzuschwa¨chen (s. Abb. 2.9).
2.4.2 Rakete (3D)
Abb. 2.10 zeigt ein Beispielgitter einer einfachen zylindrischen Rakete. Die-
ses Gitter besteht aus 10 Blo¨cken. Das fiktive Rahmentragwerk ist an den
dicken Linien zu erkennen. In diesem Fall wurden nur die Blockgrenzen in
das Rahmenmodell aufgenommen (und alle Punkte auf der Oberfla¨che des
Flugko¨rpers als Rumpfknoten, s.o.).
Der an der Spitze in einem Kugelgelenk festgehaltene Flugko¨rper wur-
de um 10 Grad verdreht. Da das Gitter in diesem Fall sehr dicht an den
Flugko¨rper heranreicht, mußte der Außenrand des Gitters ebenfalls beweglich
sein. Es ist gut zu sehen, wie sich das Gitter mit dem Flugko¨rper zusammen
bewegt. Entsprechend sieht man in Abb. 2.11, wie das Gitter dem um einen
Durchmesser nach oben gebogenen Bug des Flugko¨rpers folgt. Abb. 2.12 zeigt
einen Detailausschnitt des Gitters am Bug, in dem man gut erkennen kann,
wie wenig das Gitter in Ko¨rperna¨he deformiert wird.
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Abbildung 2.9: Deformation eines Gitters u¨ber einer Platte mit Gelenk bei verschie-
denen Winkeln zwischen +45◦ und −45◦.
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Abbildung 2.10: Ansicht der mittleren Ebene des Gitters. Der Flugko¨rper wurde am
Bug in einem Kugelgelenk gelagert und ist in dieser Ansicht um 10◦
starr darum gedreht. Dick eingetragene Linien stellen FE-Balken des
elastischen Balkenrahmens außerhalb der Ko¨rperoberfla¨chen dar.
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Abbildung 2.11: Ansicht analog Abb. 2.10, jedoch wurde der Flugko¨rper hier am Heck
eingespannt und am Bug um einen Durchmesser in Querrichtung
nach oben ausgelenkt.
Abbildung 2.12: Ausschnitt des deformierten Gitters aus Abb. 2.11 in Bugna¨he.
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Kapitel 3
Modellierung des elastischen
Festko¨rpers
Fu¨r die Modellierung des elastischen Flugko¨rpers wurde eine Finite–
Elemente–Formulierung gewa¨hlt, da diese besonders flexibel an unterschied-
liche Anwendungen anzupassen ist. Fu¨r die wa¨hrend der Erstellung dieser
Arbeit betrachteten Beispiele wurde eine reduzierte Modellierung der elasti-
schen Struktur gewa¨hlt, bei der ausschließlich Balkenelemente zum Einsatz
kommen. Das implementierte Modell ist jedoch sehr einfach um andere Ele-
menttypen, z.B. Schalenelemente, zu erweitern, um so komplexere Strukturen
darstellen zu ko¨nnen.
3.1 FE und Timoshenko–Balken
Fu¨r die Darstellung der Balkenelemente wurde eine Formulierung nach dem
Modell von Timoshenko verwendet. Der Timoshenko–Balken beru¨cksichtigt
im Gegensatz zur weit verbreiteten Bernoulli–Hypothese, die Scherstarrheit
voraussetzt, so daß Balkenquerschnitte sta¨ndig senkrecht zur Achse bleiben,
auch die Scherung des Balkens als von der Biegung unabha¨ngigen Freiheits-
grad. Zusa¨tzlich wird die Drehtra¨gheit der Balkenquerschnitte modelliert.
Die Verwo¨lbung der Querschnitte wird also nicht beru¨cksichtigt, indem die
Scherung ebenso u¨ber den ganzen Querschnitt gleichverteilt angenommen
wird. Damit wird am Querschnittsrand die Schubspannungsfreiheit schein-
bar verletzt. Dieses wird durch einen Faktor bewerkstelligt, der die ”richtige“
Schubspannungsverteilung in eine a¨quivalente konstante Verteilung umwan-
delt, d.h. ebene Querschnitte bleiben unter Deformation eben, stehen jedoch
gegebenenfalls nicht mehr senkrecht auf der deformierten Balkenachse (vgl.
Abb. 3.1). Damit wird vor allem eine korrekte Wellenausbreitungsgeschwin-
digkeit im Balken erreicht, die bei der Simulation dynamischer Vorga¨nge von
Bedeutung sein kann [Lau90].
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φ+γ
φ
φ
= +
γ
Abbildung 3.1: U¨berlagerung von Biegung φ und Scherung γ beim Timoshenko–
Balken
3.1.1 Friedman–Kosmatka–Element
In [FK93] wird ein Finites Element fu¨r den Timoshenko Balken vorgestellt, das
unter Verwendung von Hermite–Polynomen 2. und 3. Grades fu¨r jeweils die
Rotations- und Translationsfreiheitsgrade besonders gute Approximationsei-
genschaften aufweist. Die Autoren stellen unter Verwendung des Hamilton–
Prinzips und unter Beachtung der homogenen Differentialgleichungen der
Statik des Timoshenko–Balkens ein Zwei–Knoten–Element auf, das frei von
”shear–locking“
1 ist. Das Element weist außerdem einen ausgesprochen ge-
ringen Diskretisierungsfehler auf, indem die Deformation eines kurzen Bal-
kens bei der Verwendung von nur einem Element bereits exakt wiedergege-
ben werden und der Fehler bei der Berechung von Einspannreaktionen und
Eigenschwingungen geringer ist als bei vielen anderen Elementen fu¨r den Ti-
moshenko Balken. Zudem ist dieses Element letzlich, a¨hnlich wie das von
[Mar84] eingefu¨hrte Element, als Erweiterung des u¨blichen Balkenelements
fu¨r die Bernoulli–Formulierung [Sch80] zu betrachten, aber in der Wahl der
Hermite–Polynome fu¨r die Ansatzfunktionen einen Grad niedriger.
3.1.2 Validierung mittels Beispielproblem
Anhand eines einfachen wellenmechanischen Beispielproblems, fu¨r das ei-
ne gute Referenzlo¨sung existiert, wird hier die gute Qualita¨t des Friedman–
Kosmatka–Elements gezeigt. Als Beispiel wird ein zweifach gelagerter, elasti-
scher Stahlbalken betrachtet. Fu¨r den Balken gelten folgende Daten:
l = 1m
h = 0, 1m b = 0, 05m
E = 2, 1 · 10    N
m
 G = 8 · 10  
 N
m

ρ = 7850
kg
m 
κ = 0, 833
1Mit ”locking“ wird ein Pha¨nomen bezeichnet, bei dem durch die Wahl des Diskretisierungs-
ansatzes eine unnatu¨rliche Steifigkeit oder Bindung eingefu¨hrt wird. Wenn es auftriit, ist die
Scherung regelma¨ßig davon betroffen.
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Abbildung 3.2: Darstellung des Beispielproblems
Auf den Balken wird zum Zeitpunkt t = 0 nach Art einer Heaviside–
Funktion plo¨tzlich eine Kraft F = 1000N aufgebracht, die bis zum Zeitpunkt
t  = 19, 8µs andauernd wirkt und dann ebenso sprunghaft wieder entfernt
wird. Der Belastungsvorgang ist mit einem stark idealisierten Hammerschlag
zu vergleichen.
t
F
0
[kN]
µ s]
1
19,8 [
Abbildung 3.3: Kraftverlauf des idealisierten Hammerschlages
Mithilfe des Finite–Elemente–Paketes FElt [GA], in dem das Friedman–
Kosmatka–Element fu¨r ebene Deformationen implementiert ist, wurden zwei
Modelle erstellt. Der Balken wurde jeweils in 100 gleichlange Elemente unter-
teilt. Beim ersten Modell wurden Bernoulli–Balkenelemente verwendet, beim
zweiten Timoshenko–Elemente. Die Berechnung wurde jeweils mit einer Zeit-
schrittweite von ∆t = 1, 98µs fu¨r 10000 Schritte durchgefu¨hrt.
Zum Vergleich wurde eine Referenzlo¨sung fu¨r dasselbe Problem mittels
eines Charakteristikenverfahrens (Programm rotor) [Lau90] durchgefu¨hrt.
Durch eine Besonderheit in der Formulierung — fu¨r jede Wellenart wird mit
CFL=1 gerechnet — ist dieses Charakteristikenverfahren im Gegensatz zu
dem von [Pav79] verwendeten Charakteristikenverfahren, das von [Mar84]
zum Vergleich benutzt wurde, nahezu vollsta¨ndig frei von numerischen
Dissipations- und Dispersionseffekten. Hier mußte aus programmtechnischen
Gru¨nden die Belastung als Streckenlast formuliert werden. Die Kraft wurde
dazu auf einer Breite von 2% der Balkenla¨nge verteilt aufgebracht. Es wurden
100000 Zeitschritte mit ∆t = 0, 198µs berechnet. Die Einteilung des Balkens in
100 Elemente ist hierbei nur fu¨r die Visualisierung von Bedeutung, da die Ele-
menteinteilungen fu¨r die Berechnung abha¨ngig von der Zeitschrittweite be-
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stimmt werden. Hier wurden fu¨r die Biegewelle 1732 und fu¨r die Scherwelle
975 Zellen beno¨tigt.
Erga¨nzend wurde fu¨r die beiden FE–Modelle die statische Biegelinie unter
der gleichen Belastung von F = 1000N ermittelt.
Zeitintegration der finiten Elemente
Die Zeitintegration wird im Finite–Elemente–Paket FElt mittels einer
Newmark–Integration durchgefu¨hrt. Die Massen wurden hier als verteilt an-
genommen, alternativ kann auch ein ”lumped mass“–Modell verwendet wer-
den. Mit der Steifigkeitsmatrix K, der Massenmatrix M und dem Kraftvektor
F lautet die zeitlich diskrete Bewegungsgleichung wie folgt:
M a    
 
+ K u    
 
= F(t    
 
)
Die Knotenverschiebungenu    
 
und -Geschwindigkeiten v    
 
zum Zeitpunkt
t    
 
werden mit Newmark–Differenzen approximiert.
u    
 
= u˜    
 
+ β∆t

a    
 
,
v    
 
= v˜    
 
+ γ∆t a    
 
,
worin die Pra¨diktor–Variablen u˜    
 
und v˜    
 
wie folgt definiert sind:
u˜    
 
= u   + ∆tv   + ∆t

(
1
2
− β
)
a   ,
v˜    
 
= v   + ∆t (1− γ)a   .
U¨ber die Parameterβ und γ kann das Verfahren von vollsta¨ndig explizit (beide
= 0) bis vollsta¨ndig implizit (β = 1/2 und γ = 1) eingestellt werden.
Durch Umformen obiger Gleichungen erha¨lt man eine Gleichung, in der
nur noch die Verschiebungen u    
 
als unabha¨ngige Variable enthalten sind.
Zu lo¨sen ist
K′ u    
 
= F′
 
 
 
+ F(t    
 
)
mit
K′ = M + β∆t

K und F′ = M u˜    
 
.
Die hier vorgestellten Berechnungen wurden mit β = 1/4 und γ = 1/2
durchgefu¨hrt, was auf eine Trapezregel bei der Zeitintegration fu¨hrt.
Eine genauere Beschreibung des Newmark–Verfahrens in Zusammenhang
mit FEM findet sich in [Hug87].
Statische Biegelinie
Die statische Durchbiegung des Timoshenko–Balkens fa¨llt ca. 10% sta¨rker aus
als beim Bernoulli–Balken (Abb. 3.4). Die bei der Bernoulli–Hypothese vor-
rausgesetzte Scherstarrheit bewirkt insgesamt eine Steifigkeitserho¨hung. Die
Biegewinkel φ, d.h. die Verdrehung der Querschnitte gegenu¨ber der Aus-
gangslage, stimmen bei beiden Modellen genau u¨berein (Abb. 3.5).
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Abbildung 3.4: Statische Biegelinien der beiden FEM–Modelle im Vergleich
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Abbildung 3.5: Statische Biegewinkel der beiden FEM–Modelle im Vergleich
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Dynamische Ergebnisse
Betrachtet man nur die Verschiebungen in der Balkenmitte von Bernoulli- und
Timoshenko–Balken, so stellt man fest, daß die Grundschwingung sehr a¨hn-
lich ist. Aber auch wenn die Abweichungen in Amplitude und Frequenz nur
gering sind, so zeigt sich die ho¨here Frequenz des Bernoulli–Modells, die einer
kleinen Erho¨hung der Steifigkeit entspricht, deutlich (Abb. 3.6).
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Abbildung 3.6: Verschiebung der Balkenmitte nach den beiden FEM–Modellen im
Vergleich. Belastungsende 0,000.019.8 s.
Betrachtet man jedoch die Entwicklung der Biegelinie u¨ber die Zeit, so wer-
den die Unterschiede beider Modelle deutlich. Beim Bernoulli–Balken erfolgt
die Ausbreitung der Sto¨rung mit unendlicher Geschwindigkeit: Direkt nach
Beginn der Berechnung sind alle Stu¨tzstellen in Bewegung. Der Abha¨ngig-
keitsbereich fu¨r einen Punkt des Balkens auf einer neuen Zeitebene ist der
gesamte Balken der vorherigen Zeitebene. Physikalisch ist dies jedoch nicht
richtig, da sich Querwellen in einem Balken mit endlicher Geschwindigkeit
ausbreiten. Beim Timoshenko–Balken wird diese Eigenschaft der Ausbreitung
von Wellen richtig wiedergegeben. Anfa¨nglich gibt es links und rechts des
Hammerschlages noch ”Ruhegebiete“, die noch nicht von der Sto¨rung betrof-
fen sind (s. Abb. 3.7–3.9). Die Darstellung der Schnittgro¨ßen Biegemoment und
Querkraft wa¨ren ein scha¨rferer Vergleich [Mar84, Pav79], jedoch war deren
Ausgabe im verwendeten FE–Programm nicht vorgesehen.
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Abbildung 3.7: Momentane Biegelinie des Balkens gema¨ß drei Modellen/Verfahren
nach 19,8µs (Ende der Belastung durch den Hammerschlag).
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Abbildung 3.8: Momentane Biegelinie des Balkens gema¨ß drei Modellen/Verfahren
nach 39,6µs.
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Abbildung 3.9: Momentane Biegelinie des Balkens gema¨ß drei Modellen/Verfahren
nach 59,4µs.
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Fazit
Das Beispielproblem zeigt, daß alle Modelle bzw. Verfahren geeignet sind,
um (quasi–)statische oder stationa¨re Probleme wie die Berechnung der stati-
schen Biegelinie oder der Frequenz und Form der Grundschwingung durch-
zufu¨hren. Sollen jedoch die Auswirkungen einer eingeleiteten Sto¨rung in
Raum und Zeit genau untersucht werden, so ist das Bernoulli–Modell unge-
eignet. Die Ausbreitung der Sto¨rung wird dagegen vom Timoshenko–Modell
physikalisch richtig beschrieben. Insbesondere ko¨nnen bei der zeitlichen Dau-
er der durchgefu¨hrten Berechnungen die Charakteristiken– und die Finite–
Elemente–Methode mit dem Friedman–Kosmatka–Element und stabiler Zei-
tintegration als gleichwertig angesehen werden.
3.2 Erweitertes Balkenelement fu¨r die Aeroelastik
Fu¨r die Modellierung von Flu¨gelprofilen, durch deren komplexen inneren
Aufbau die Zentren und Hauptachsen fu¨r Masse, Biegung und Torsion
nicht mehr zusammenfallen, ist eine Erweiterung des Friedman–Elementes
im Sinne von [Lau90] notwendig. In [Lau90] wird eine Charakteristiken–
Formulierung fu¨r einen Balken vorgestellt, bei dem die Torsions– oder Mas-
senlinie gegebenenfalls nicht mit der Biegelinie zusammenfallen, die im Fol-
genden in das FE–Modell mit dem Ansatz von [FK93] u¨bertragen wird.
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Abbildung 3.10: Balkenelement als Tragflu¨gelsektion: Bezugsachse ξ
 
, Massenlinie
C, Drillzentrum D und Biegezentrum B.
In Abb. 3.10 ist ein solches Balkenelement mit der La¨nge L beispielhaft
dargestellt. Das Koordinatensystem O(ξ) = O(ξ
 
, ξ  , ξ  ) beschreibt die ma-
teriellen Koordinaten in den jeweiligen Balkenquerschnitten in der aktuellen,
d.h. deformierten Konfiguration (a.K.). Als Bezugsachse fu¨r den Balken wird
die ξ
 
–Achse verwendet (ξ  = ξ  = 0). Die ξ   sind materielle Koordinaten
und deshalb bei der Bewegung konstant. Das KoordinatensystemO(ξ) fu¨r den
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nicht deformierten Balken (Bezugskonfiguration, BK.) wird mit O(x) bezeich-
net, die zugeho¨rigen Basisvektoren sind e
 
,e  und e  .
Fu¨r den jeweiligen Balkenquerschnitt in der a.K. wird ein lokales Koor-
dinatensystem eingefu¨hrt, indem ein Einheitsvektor e  
 
senkrecht auf dem
materiellen Querschnitt definiert wird und e    entlang ξ  und e    entlang ξ 
diesen zu einer Orthonormalbasis e     = e     (ξ, t) (i = 1, 2, 3) erga¨nzen. Wegen
der zugelassenen Scherverformung ist e  
 
i. allg. nicht parallel zum Tangen-
tenvektor der verformten Balkenachse an der entsprechenden Stelle.
Die Wirkungslinie der NormalkraftN = Ne  
 
verla¨uft, wenn keine La¨ngs-
kraftbiegung auftritt, durch das Biegezentrum B, die der Querkraft Q =
Q  e    + Q  e    durch das Drillzentrum D, wenn keine Verdrillung auftritt.
Dementsprechend wird das Biegemoment M  = M   e    +M   e    auf das
Biegezentrum B bezogen und das Torsionsmoment M   = M   e  
 
auf das
Drillzentrum D. Der Massenschwerpunkt des Querschnittes liegt im Punkt C.
Nachfolgend wird angenommen, daß alle Materialeigenschaften und
Querschnittsgro¨ßen des Balkens innerhalb eines Elementes entlang seiner
La¨nge als konstant vorauszusetzen sind. D.h., daß auch die Koordinaten ξ  
und ξ   des Massenzentrums und entsprechend die der Punkte D (ξ    ) und
B (ξ    ) bzgl. ξ
 
konstant sind. In der Praxis auftretende, nicht konstante Daten
ko¨nnen bei der Diskretisierung in der Regel durch eine Abfolge von Elemen-
ten mit jeweils konstanten Daten, d.h. mit Spru¨ngen an den U¨berga¨ngen der
Elemente, gut dargestellt werden.
3.2.1 Bewegungsgleichungen
Die Bewegungsgleichungen werden mit Hilfe der Bilanzen fu¨r Impuls
und Drall eines materiellen Balkenquerschnitts und der Schnittkraft–
Verformungsbeziehungen gewonnen.
Bilanzgleichungen
Die Impulsbilanz lautet
ρA

a  =
∂
∂ξ
 
(N+Q) (3.1)
mit der Beschleunigung des Massenzentrums C
a  = a + ω˙ ∧
∑

	


ξ   e  .
Dabei bezeichnet a = u¨ den Beschleunigungsvektor auf der Bezugsachse ξ
 
und ω = ϕ˙ mit ϕ = ϕ   e
 
+
∑

	


ϕ   e  (Torsionswinkel ϕ   , Biegewinkel
ϕ    , i = 2, 3) die Winkelgeschwindigkeit.
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Die Drallbilanz bezogen auf das Massenzentrum C lautet
ρI


ω˙ =
∂
∂ξ
 
(M   +M  ) + (3.2)
∂
∂ξ
 
(r   ∧Q+ r   ∧N) +(
e
 
+
∂
∂ξ
 
(r   + u)
)
∧ (N+Q)
mit r? =
∑
 	


ξ?  e    , r   = r  − r  und r   = r  − r  .
Nach der Wahl der Vergleichsdichte ρ kann mit der Wichtungsfunktion
n

(ξ  , ξ  ) =
ρ′(ξ  , ξ  )
ρ
die Fla¨che A

und der Fla¨chentra¨gheitstensor I
  

bzgl. C des tra¨gen Quer-
schnittes durch Integration u¨ber den gesamten Querschnitt A bestimmt wer-
den.
A

=
∫

n
 
dξ  dξ 
Die Lage des MassenschwerpunktesC ist bestimmt durch
r  =
1
A
 
∫

rn

dξ  dξ  .
Der Tensor der Fla¨chentra¨gheitsmomente des tra¨gen Querschnittes A

auf
die Balkenachse ξ
 
bezogen ist
I

=
∫

((rr)1 − r ◦ r)n

dξ  dξ 
mit dem Einheitstensor 1 =
∑

	
 
  

e    ◦ e    . Nach dem Satz von Steiner
erha¨lt man
I


= I
 
−A

((r  r  )1 − r  ◦ r  ) .
Schnittkraft–Deformations–Beziehungen
Analog zum tra¨gen Querschnitt ergeben sich durch die Wahl eines Vergleichs-
elastizita¨tsmoduls E die Ersatzquerschnittsfla¨che A
  
, die Lage des Biegezen-
trums B und der Fla¨chentra¨gheitstensor des tragenden elastischen Querschnit-
tes I
  

bzgl. Bmit der Wichtungsfunktion
n
 
(ξ  , ξ  ) =
E′(ξ  , ξ  )
E
.
Fu¨r den linearelastischen Balken gelten folgende linearisierte Na¨herungen
fu¨r die Zusammenha¨nge zwischen Schnittgro¨ßen und Verformungen:
N = EA
 
u 
 
,  e  
 
, Q = GA
 
kγ (3.3)
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Dabei ist γ =
∑
 	


γ  e  die Scherung und
u  = u+ϕ ∧
∑

	


ξ   e 
die Verschiebung der materiellen Punkte auf der Biegezentrums–Achse B. Der
Tensor der Schubbeiwerte k ist symmetrisch und wird gebildet, indem die
Schubbeiwerte fu¨r die Hauptachsen des Fla¨chentra¨gheitstensors I
  

bestimmt
werden und diese dann auf die aktuellen Bezugsrichtungen transformiert wer-
den, d.h. k und I
  

besitzen die gleichen Hauptachsen. Fu¨r die spa¨tere An-
wendung ist es zweckma¨ßig, die Scherung durch die Verschiebung der mate-
riellen Punkte auf der elastischen Linie (Drillzentrum D)
u  = u+ϕ ∧
∑

	


ξ   e  (3.4)
und den Biegewinkel ϕ    (i = 2, 3) auszudru¨cken. Damit gilt:
γ  = u  ,  −(ϕ   ξ   ),  −ϕ  (3.5)
γ  = u  ,  +(ϕ   ξ   ),  +ϕ   .
Fu¨r die Torsions- und Biegemomente gilt:
M   = GI   ϕ   ,  e  
 
, M  = EI
 

∑

	


ϕ   ,  e    . (3.6)
Linearisierte Bewegungsgleichungen
Setzt man die Schnittkraft–Verformungsbeziehungen (3.3) und (3.6) in die Bi-
lanzgleichungen (3.1) und (3.2) ein und ersetzt darin die Scherung gema¨ß (3.5),
so erha¨lt man fu¨r die Impulsbilanz
ρA

a  = EA
  ∂
∂ξ
 
((u
 
,  +ϕ   ,  ξ   −ϕ   ,  ξ   )e  
 
) + (3.7)
GA
 
k 
∂
∂ξ
 
((u  ,  −ϕ   ,  ξ   −ϕ  )e    ) +
GA
 
k 
∂
∂ξ
 
((u  ,  +ϕ   ,  ξ   +ϕ   )e    )
und fu¨r die Drallbilanz
ρI
 

ω˙ = G
∂
∂ξ
 
((
I   ϕ   ,  +A
  
(ξ    k  γ  − ξ    k  γ  )
)
e  
 
)
+
E
∂
∂ξ
 
((
I
  

 ϕ   ,  +A
  
ξ    u
 
, 
)
e   
)
+
E
∂
∂ξ
 
((
I
  
 
ϕ   ,  −A
  
ξ    u
 
, 
)
e   
)
+ (3.8)
A
 
(
e
 
+
∑

	


ξ    e    ,  +u, 
)
∧(
Eu
 
,   e  
 
+G
∑

	


k   γ  e   
)
.
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Zur Vereinfachung wird hier angenommen, daß die Hauptachsen von I
 

und
k in ξ  – und ξ  –Richtung liegen, was keine Einschra¨nkung der Allgemeinheit
darstellt.
Fu¨r kleine Verformungen und Lagea¨nderungen des Balkens ko¨nnen die
Gleichungen (3.7) und (3.8) vollsta¨ndig nach den Verschiebungen u und Ver-
drehungenϕ sowie deren Ableitungen linearisiert werden. Fu¨r die auftreten-
den partiellen Ableitungen der lokalen Einheitsvektoren e     ,   (i = 1, 2, 3) gilt
dabei mit e     =
∑  
	
 
 

α  
 
e
 
∂e    
∂ξ
 
=
∂
∂ξ
 
∑
 
	
 
 

α  
 
e
 
=
∑
 
	
 
  

α  
 
,  e
 
mit der Transformationsmatrix
α =
 1 ϕ   −ϕ  −ϕ   1 ϕ  
ϕ   −ϕ   1

fu¨r kleine Winkel in linearisierter Na¨herung.
Somit lauten die vollsta¨ndig linearisierten Bewegungsgleichungen fu¨r den
Timoshenko–Balken:
ρA

a  = EA
 
((u
 
,     +ϕ   ,     ξ  −ϕ  ,     ξ   )e
 
) + (3.9)
GA
 
k  ((u  ,   −ϕ   ,   ξ   −ϕ   ,  )e  ) +
GA
 
k  ((u  ,   +ϕ   ,   ξ   +ϕ   ,  )e  )
ρI


ω˙ = G
(
I   ϕ   ,   +A
  
(ξ    k  γ  ,  −ξ    k  γ  ,  )
)
e
 
(3.10)
+
(
EI
  

 ϕ   ,   +EA
 
ξ    u
 
,   −GA
  
k  γ 
)
e 
+
(
EI
  
 
ϕ  ,   −EA
 
ξ    u
 
,   +GA
  
k  γ 
)
e 
Hier sind die γ   (i = 2, 3) noch gema¨ß (3.5) zu ersetzen.
3.2.2 Formfunktionen
In [FK93] wird fu¨r die ebene Deformation des Timoshenko–Balkens ohne
Beru¨cksichtigung der La¨ngsdehnung ein Satz von Formfunktionen vorgestellt,
die so gewa¨hlt sind, daß der entstehende Funktionenraum stets die stati-
ona¨ren, homogenen Gleichgewichtsbedingungen fu¨r den Timoshenko–Balken
erfu¨llt. Es entsteht ein Satz exakt integrierbarer Polynome 3. Grades fu¨r die
Verschiebung bzw. 2. Grades fu¨r die Verdrehung, die zu einem Zwei–Knoten–
Balkenelement fu¨hren, das gegen Scher–Locking unempfindlich ist.
Dieser Ansatz wird hier weiter ausgebaut, indem er auf eine ra¨umliche De-
formation inklusive der La¨ngsdehnung und Torsion des Balkens gema¨ß den
weiter oben entwickelten Bewegungsgleichungen erweitert wird. Dazu wer-
den die Formfunktionen des Friedman–Kosmatka–Elements fu¨r die Balken-
biegung verwendet, sowie lineare Ansatzfunktionen fu¨r La¨ngsdehnung und
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Torsion [Sch80]. Fu¨r die sechs Formfunktionen des Elementes mit insgesamt
12 Freiheitsgraden werden 10 verschiedene PolynomeN
 
bisN
 
 beno¨tigt, die
in Tabelle 3.1 wiedergegeben sind.
N1 = 1 −
ξ1
L
N2 =
ξ1
L
N3(φ) =
1
(1 + φ)
(
2
(
ξ1
L
)3
− 3
(
ξ1
L
)2
− φ
(
ξ1
L
)
+ (1 + φ)
)
N4(φ) =
L
(1 + φ)
((
ξ1
L
)3
−
(
2 +
φ
2
)(
ξ1
L
)2
+
(
1 +
φ
2
)(
ξ1
L
))
N5(φ) = −
1
(1 + φ)
(
2
(
ξ1
L
)3
− 3
(
ξ1
L
)2
− φ
(
ξ1
L
))
N6(φ) =
L
(1 + φ)
((
ξ1
L
)3
−
(
1 −
φ
2
)(
ξ1
L
)2
−
φ
2
(
ξ1
L
))
N7(φ) =
6
(1 + φ)L
((
ξ1
L
)2
−
(
ξ1
L
))
N8(φ) =
1
(1 + φ)
(
3
(
ξ1
L
)2
− (4 + φ)
(
ξ1
L
)
+ (1 + φ)
)
N9(φ) = −
6
(1 + φ)L
((
ξ1
L
)2
−
(
ξ1
L
))
N10(φ) =
1
(1 + φ)
(
3
(
ξ1
L
)2
− (2 − φ)
(
ξ1
L
))
Tabelle 3.1: Liste der Polynome, aus denen die Formfunktionen fu¨r das verallgemei-
nerte Balkenelement gebildet werden. Die PolynomeN  bisN
 
 stammen
aus [FK93].
Die Vektoren der Verschiebung u(ξ
 
) = [u
 
(ξ
 
), u  (ξ
 
), u  (ξ
 
)]
 
und Ver-
drehung ϕ(ξ
 
) = [ϕ   (ξ
 
), ϕ   (ξ
 
), ϕ   (ξ
 
)]
 
des Balkenquerschnittes an der
Stelle ξ
 
werden durch die folgende Finite–Elemente–Darstellung approxi-
miert:
u˜(ξ
 
) = N   (ξ
 
)∆ (3.11)
ϕ˜(ξ
 
) = N  (ξ
 
)∆
Hier ist
∆ = [u

 

 
, u

 

 , u

 


, ϕ

 

  , ϕ

 


 , ϕ

 


, u



 
, u



 , u




, ϕ



  , ϕ




 , ϕ



 
]
 
der Vektor der Verschiebungen und Verdrehungen in den beiden Endknoten
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des Balkens (bei ξ
 
= 0 mit dem Index

 

und bei ξ
 
= L mit



). Die Form-
funktionen werden durch die Matrizen
N   (ξ
 
) =
 N   0 0 0 0 00 N  (φ  ) 0 0 0 N  (φ  )
0 0 N  (φ  ) 0 −N (φ  ) 0
· · ·
· · ·
N  0 0 0 0 0
0 N   (φ  ) 0 0 0 N  (φ  )
0 0 N   (φ  ) 0 −N  (φ  ) 0
 (3.12)
N  (ξ
 
) =
 0 0 0 N   0 00 0 −N  (φ  ) 0 N  (φ  ) 0
0 N  (φ  ) 0 0 0 N  (φ  )
· · ·
· · ·
0 0 0 N  0 0
0 0 −N  (φ  ) 0 N
 
 (φ  ) 0
0 N  (φ  ) 0 0 0 N
 
 (φ  )
 (3.13)
gegeben. Darin sind φ  und φ  die Verha¨ltnisse der Biegesteifigkeit zur Scher-
steifigkeit, die durch
φ  =
12
L

(
EI
  
  
GA
 
k 
)
bzw. φ  =
12
L

(
EI
  

 
GA
 
k 
)
(3.14)
definiert sind.
Die Polynome N  bis N
 
 und die entsprechenden Konstanten φ  und φ 
wurden durch [FK93] so gewa¨hlt, daß die entstehenden Formfunktionen die
homogenen stationa¨ren Gleichgewichtsbedingungen fu¨r die ebene Biegung ei-
nes Timoshenko–Balkens erfu¨llen, wenn die Bezugsachse mit dem Drill- und
dem Biegezentrum zusammenfa¨llt. Da dies ein wesentlicher Grund fu¨r die
gute Qualita¨t des entstehenden Elementes ist, wird nachfolgend untersucht,
ob die in Gleichung (3.11) definierten Formfunktionen ebenfalls die Gleichge-
wichtsbedingungen erfu¨llen.
Die homogenen stationa¨ren Gleichgewichtsbedingungen fu¨r den lineari-
sierten Timoshenko–Balken folgen aus den Gleichungen (3.9) und (3.10), in-
dem die dort auftretenden Beschleunigungen zu Null gesetzt werden. Werden
u undϕ nun durch u˜ respektive ϕ˜ substituiert, so erha¨lt man:
0 = Eu˜
 
,   e
 ︸ ︷︷ ︸
 
+E
ϕ˜   ,   ξ  − ϕ˜  ,   ξ  ︸ ︷︷ ︸

e
 
+ (3.15)
Gk 
u˜  ,    ︸ ︷︷ ︸

− ϕ˜   ,     ξ  ︸ ︷︷ ︸
 
−ϕ˜   ,  ︸ ︷︷ ︸

e  +
Gk 
u˜  ,    ︸ ︷︷ ︸

+ ϕ˜   ,     ξ  ︸ ︷︷ ︸
 
+ϕ˜   ,  ︸ ︷︷ ︸
	
e 
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0 = G
I   ϕ˜   ,  ︸ ︷︷ ︸
 
+A
  
(ξ    k  γ˜  ,  −ξ    k  γ˜  ,  )︸ ︷︷ ︸

e
 
(3.16)
+
EI   

 ϕ˜   ,  ︸ ︷︷ ︸
 
+EA
 
ξ    u˜
 
,  ︸ ︷︷ ︸
 
−GA
  
k ︸ ︷︷ ︸
 

 
u˜  , ︸ ︷︷ ︸
 
+ ϕ˜   ,  ξ  ︸ ︷︷ ︸
 
+ϕ˜  ︸ ︷︷ ︸
 
e 
+
EI   
 
ϕ˜  ,  ︸ ︷︷ ︸
 	
−EA
 
ξ    u˜
 
,  ︸ ︷︷ ︸
 
+GA
  
k ︸ ︷︷ ︸
 	

 
u˜  , ︸ ︷︷ ︸
 	
− ϕ˜   ,  ξ  ︸ ︷︷ ︸
 
−ϕ˜ ︸ ︷︷ ︸
 	
e 
Die mit 1 unterklammerten Terme sind Null, da u˜
 
und ϕ˜   lineare Funktionen
von ξ
 
sind. Gema¨ß der Definition der Formfunktionen durch Friedman sind
3a bzw. 3b insgesamt jeweils auch Null, was bedeutet, daß die Scherung γ˜ 
bzw. γ˜  innerhalb des Elementes konstant ist. Demnach ist der Term 4 ebenfalls
Null. Nach [FK93] entfallen auch die Terme 5a bzw. 5b, wenn sie zusammen-
gefaßt werden. Entfernt man alle diese Terme, so verbleiben von Gleichung
(3.15)
0 = ϕ˜   ,   ξ   − ϕ˜  ,   ξ  ︸ ︷︷ ︸

, (3.17)
und Gleichung (3.16) wird zu
0 = k  ϕ˜   ,  ξ  ︸ ︷︷ ︸
 
e  + k  ϕ˜   ,  ξ  ︸ ︷︷ ︸
 
e  . (3.18)
Dies bedeutet, daß es aufgrund von (3.18) zu einem ”Locking“ fu¨r den Torsi-
onswinkel ϕ   kommt, wenn die Bezugsachse ξ
 
nicht mit dem Drillzentrum
D zusammenfa¨llt und damit r  6= 0 ist. Fa¨llt die Biegelinie B nicht mit der Be-
zugsachse ξ
 
zusammen, so ergibt sich aufgrund von (3.17) Scherlocking, da in
dem gegebenen Finite–Elemente–Raum gilt ϕ˜   ,     ∼ γ˜  und ϕ˜  ,     ∼ γ˜  .
Fallen die Hauptachsen von I
  

nicht mit den Richtungen ξ  und ξ  zu-
sammen, so muß Gleichung (3.16) um folgende weitere Terme erweitert wer-
den:
0 = · · · + (3.19)(
EI
  



ϕ˜   ,     −GA
  
k   γ˜ 
)
e  +(
EI
  



ϕ˜   ,   +GA
  
k   γ˜ 
)
e 
Wenn also die Hauptachsen des elastischen Balkenquerschnittes nicht mit den
Ebenen der Formfunktionen zusammenfallen, so muß mit Scherlocking ge-
rechnet werden. Fu¨r die Praxis bedeutet dies, daß die Elemente immer in ent-
sprechender Lage zu den Hauptachsen korrespondierend diskretisiert werden
mu¨ssen. Die so erzeugten Elementmatrizen ko¨nnen dann nach Bedarf durch
Rotation fu¨r die gewu¨nschte Lage dargestellt werden.
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3.2.3 Elementmatrizen nach dem Hamilton–Prinzip
Fu¨r linearelastische Strukturen existiert ein elastisches Potential U. Die Ele-
mentmatrizen des dynamischen Problems ko¨nnen deshalb aus dem Hamil-
tonprinzip
δΠ = δ
∫  
 

(T −U)dt = 0
fu¨r den Timoshenko–Balken gewonnen werden. δΠ stellt eine Variation des
”Wirkungsintegrals“ der verformten elastischen Struktur dar, bei der die
Zeit nicht variiert wird. Die Arbeit externer Lasten wurde hier fortgelas-
sen. Mit den weiter oben dargestellten Linearisierungen und Schnittkraft–
Verformungsbeziehungen ist die potentielle Energie eines Balkenelements mit
U =
1
2
∫ 

(
EA
  
(u 
 
,   )

+GA
   [
γ  γ 
]
k
[
γ 
γ 
]
+
GI   (ϕ   ,  )

+ E
[
ϕ   ,  ϕ  , 
]
I
  

[
ϕ   , 
ϕ   ,  
])
dξ
 
(3.20)
gegeben. Entsprechend ist die kinetische Energie
T =
1
2
∫ 

(
ρωI


ω + ρA

v  v 
)
dξ
 
(3.21)
mit v  = v+ω ∧
∑
 	
 

ξ   e  (v = u˙).
Die Massenmatrix M und Steifigkeitsmatrix K der diskretisierten Bewe-
gungsgleichungen
M∆¨+ K∆ = F (3.22)
erha¨lt man, indem die approximierten Verschiebungen und Verdrehungen aus
(3.11) in die Energiegleichungen (3.20) und (3.21) eingesetzt werden.
Die Massenmatrix lautet
M =
∫ 

N
 


ρA

0 0 0 0 0
0 ρA

0 0 0 0
0 0 ρA

0 0 0
0 0 0 ρI
  

   
0 0
0 0 0 0 ρI
 

 ρI




0 0 0 0 ρI
 



ρI

 

N  dξ
 
(3.23)
mit
N  =
[
N¯  
N 
]
und N¯  =
N   (1, ?) − ξ   N  (3, ?) + ξ   N  (2, ?)N   (2, ?) − ξ   N  (1, ?)
N   (3, ?) + ξ   N  (1, ?)
 .
Entsprechend wird die Steifigkeitsmatrix gebildet. Die nachfolgend angege-
bene Matrix ist fu¨r eine allgemeine Lage der Bezugsachse ξ
 
und der Rich-
tungen ξ  und ξ  gu¨ltig, jedoch sollte beachtet werden, daß zur Vermeidung
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von Locking die Bezugsachsen mit den Hauptachsen von I
  

zusammenfallen
sollten (s. vorangehenden Abschnitt).
K =
∫ 

N
 
 

GI   0 0 0 0 0
0 EI
 

 EI
  



0 0 0
0 EI
 



EI
  
 
0 0 0
0 0 0 EA
  
0 0
0 0 0 0 GA
  
k  GA
  
k  
0 0 0 0 GA
  
k   GA
  
k 

N   dξ
 
(3.24)
mit
N   =
[
N  , 
N^  
]
und N^  =
N   (1, ?),  +ξ  N  (2, ?),  −ξ   N  (3, ?), N   (2, ?),  −ξ   N  (1, ?),  −N  (3, ?)
N   (3, ?),  +ξ   N  (1, ?),  +N  (2, ?)
 .
Die Elementmatrizen fu¨r dieses erweiterte Balkenelement werden in An-
hang B vollsta¨ndig dargestellt.
Der Lastvektor F auf der rechten Seite der diskretisierten Gleichung (3.22)
entha¨lt die ensprechenden Knotenlasten
F =
[
N

 

, Q

 

 , Q

 


,M

 

  ,M

 


 ,M

 

 
, N



, Q



 , Q




,M



  ,M




 ,M



 
]
.
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Kapitel 4
Datentransfer
Das Zusammenspiel von Aerodynamik und Strukturdynamik wird anhand
von Abb. 4.1 an einem Tragflu¨gel verdeutlicht. Dieser befinde sich zum Zeit-
punkt t   in der mittig groß dargestellten Lage. Der Ortsvektor des Profil-
schwerpunktesC an der Tragfla¨chenspitze zur Zeit t   ist
r   = r   ′  (0) + u  ,
wobei r   ′  (0) die Anfangslage des Querschnittsschwerpunktes im nicht de-
formierten Flu¨gel und u  seine Verschiebung zur Zeit t   ist. Der Referenz-
punkt O ′ wird problemabha¨ngig geeignet gewa¨hlt, beim hier dargestellten
Flu¨gel an der Einspannung der Flu¨gelachse als ko¨rperfester Punkt, oder fu¨r
einen frei fliegenden, elastischen Flugko¨rper im momentanen Schwerpunkt
des Flugko¨rpers (vgl. Kapitel 5 ab Seite 53). Mit der Lage r  = r   (t) + r  
der Oberfla¨chenpunkte P des Flu¨gels in der aktuellen Konfiguration und de-
ren Geschwindigkeit v
 
 
als Randbedingungen fu¨r die Stro¨mung werden mit
dem Stro¨mungslo¨ser die Kra¨fte p∆A fu¨r jedes Oberfla¨chenelement∆A berech-
net. Diese werden dem FEM-Programm fu¨r die Struktur u¨bergeben, welches
die Form und Geschwindigkeit des Flu¨gels fu¨r den neuen Zeitschritt n + 1
berechnet.
Die natu¨rliche Schnittstelle zwischen der Berechnung des elastischen Ver-
haltens und der Stro¨mungssimulation stellt bei diesem Vorgang die aerodyna-
mische Oberfla¨che, d.h. die vom Stro¨mungsmedium benetzte Oberfla¨che, des
Flugko¨rpers dar. Da diese auch gleichzeitig mit den Randbedingungen fu¨r den
Stro¨mungslo¨ser belegt ist, ist bei der U¨bertragung der elastischen Deformati-
on auf die Oberfla¨che besondere Sorgfalt notwendig. Umgekehrt muß bei der
Weitergabe der aerodynamischen Lasten an den elastischen Flugko¨rper darauf
geachtet werden, daß die Gesamtenergie erhalten bleibt.
Dafu¨r mu¨ssen an mehreren Stellen Daten auf der Oberfla¨che des
Flugko¨rpers in Daten fu¨r das verwendete Strukturmodell umgewandelt wer-
den und umgekehrt. Dazu wurde eine Programmbibliothek erstellt, die als
Schnittstelle zwischen dem Stro¨mungslo¨ser, dem Strukturlo¨ser und dem Git-
terdeformationsprogramm fungiert und die Umwandlung und den Transport
der Daten zwischen den einzelnen Programmen vornimmt. Die wichtigsten
Bestandteile in diesem Zusammenhang sind die zur U¨bertragung der Ober-
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Aktuelle Konfiguration 
zum Zeitpunkt n+1
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Abbildung 4.1: Schema zur Berechnung der Strukturbewegung
fla¨chenkra¨fte auf dem Flugko¨rper auf die elastische Tragstruktur und die
Ru¨cku¨bertragung der elastischen Deformation auf die Oberfla¨che.
4.1 Zuordnung FE–Modell und Oberfla¨che
Aufgrund der reduzierten Modellierung durch Balkenmodelle in dieser Ar-
beit, fa¨llt die aerodynamische Oberfla¨che des Flugko¨rpers nicht mit der
des FE–Modells zusammen. Auch bei der Verwendung eines allgemeineren
Finite–Elemente–Modells mit verschiedenen Elementtypen, wie z.B. Schalen-
elementen, ist es fu¨r die Modellierung des elastischen Festko¨rpers hilfreich,
wenn dessen Oberfla¨che nicht mit der aerodynamischen Oberfla¨che identisch
sein muß. Daher ist es vor der U¨bertragung der Lasten bzw. Deformationen
notwendig, eine Zuordnung zwischen aerodynamischer Oberfla¨che und Fini-
ten Elementen zu definieren. Hier wurde ein ebenso einfacher, wie pragmati-
scher Ansatz gewa¨hlt: Einem Punkt auf der Oberfla¨che wird das geometrisch
na¨chstliegende Element zugeordnet. Wie dann mittels dieser Zuordnung der
weitere Datentransfer gestaltet wird, muß vom jeweiligen Typ des Finiten Ele-
ments abha¨ngig sein, um ein mit der Diskretisierung des Flugko¨rpers konsi-
stentes Verhalten zu erreichen. Wie weiter unten erla¨utert, stellt diese geome-
trische Zuordnung fu¨r Balkenelemente eine Zuordnung zu einem materiellen
Querschnitt dar.
Werden keine adaptiven Gitter oder Remeshing–Techniken angewandt, so
ko¨nnen alle Gitterpunkte auf der Oberfla¨che als materielle Punkte aufgefaßt
werden, so daß die Zuordnung zu einem Element nur einmal im nicht defor-
mierten Zustand erfolgen muß.
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Bei komplexen Geometrien oder Mehrko¨rperproblemen (z.B. der Simula-
tion eines elastischen Flu¨gels mit ausgefahrener, elastischer Klappe) sto¨ßt die-
ser einfache Ansatz an seine Grenzen, da die Zuordnung aufgrund des Ab-
standes hier zumeist falsche Ergebnisse erzeugt. Als Abhilfe ist es notwendig,
die Oberfla¨che in Bereiche einzuteilen und jeder Teilfla¨che eine Gruppe Finiter
Elemente zuzuordnen, so daß dort die u¨ber Absta¨nde definierte Suche wieder
korrekt funktioniert (vgl. Abb. 4.2).
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Abbildung 4.2: Beispiel fu¨r Konfiguration mit definierter Zuordnung von Teilober-
fla¨chen und Elementgruppen: Modellierung eines Tragflu¨gels mit
ausgefahrener Klappe, Flu¨gel und Klappe sollen elastisch betrachtet
werden. Elementgruppen und Teilfla¨chen mit jeweils gleichen Namen
(”Klappe“ oder ”Flu¨gel“) werden einander zugeordnet. Die Element-
gruppe ”Verbindungen“ u¨bernimmt somit keine direkten aerodyna-
mischen Lasten, sondern koppelt die beiden anderen Elementgruppen
untereinander.
In bestimmten Situationen, z.B. bei der Modellierung eines Tragflu¨gels
u¨ber den Rahmen, d.h. ohne Modellierung der Bespannung, kann einem
Punkt auf der Oberfla¨che in der Regel kein einzelnes Element eindeutig zu-
geordnet werden. Fu¨r diesen Fall kann eine der Modellierung angepaßte Da-
tenu¨bertragung erreicht werden, indem einer Teiloberfla¨che mehrere Element-
gruppen zugeordnet werden, aus denen jeweils ein Element eindeutig aus-
gewa¨hlt werden kann.
Dabei gibt es folgende Mo¨glichkeiten der Zuordnung zwischen einer aero-
dynamischen Oberfla¨che und Elementgruppen:
1. Keine Zuordnung: Die aerodynamischen Lasten der betreffenden Fla¨che
werden nicht beru¨cksichtigt. Dies kann z.B. fu¨r die Oberfla¨che eines
Flugzeugrumpfes gelten, wenn nur die Tragfla¨chen elastisch modelliert
werden.
2. Eine Elementgruppe zugeordnet: Fu¨r den entsprechenden Oberfla¨chen-
punkt wird das na¨chstliegende Element der zugeordneten Elementgrup-
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Abbildung 4.3: Beispiele fu¨r Konfigurationen, in denen Interpolation
der Daten zwischen Elementgruppen notwendig wird.
Im Fall a) ergibt sich entlang der eingezeichneten Winkelhalbierenden
im Knick der Balkenachse eine Unstetigkeit. Typischerweise ist diese
unkritisch, da die Deformationen einer Tragfla¨che in diesem Bereich
noch so klein sind, daß dadurch keine Beeintra¨chtigung erfolgt. Diese
Unstetigkeit kann jedoch durch eine Interpolation der Daten von
den Bereichen a und b in der Na¨he des Knicks vermieden werden.
Bei b) wurde die Tragfla¨che so modelliert, daß die Querschnitte selbst
auch elastisch sind. Dazu werden in einzelnen Querschnitten ”Span-
ten“ aus Balken angebracht, von denen jeweils zwei der dazwischen
liegenden Teilfla¨che zugeordnet sind. Der Flu¨gelachse wird keine
Oberfla¨che zugeordnet. Damit werden alle aerodynamischen Lasten
auf die Spanten interpoliert und entsprechend die Deformation der
Oberfla¨che durch Interpolation der Daten der beiden na¨chstliegenden
Spanten berechnet.
pe gesucht.
3. Mehr als eine Elementgruppe zugeordnet: In jeder zugeordneten Ele-
mentgruppe wird das dem Oberfla¨chenpunkt na¨chstgelegene Element
gesucht. Fu¨r die U¨bergabe der Last bzw. Deformation wird eine Gewich-
tung anhand des geometrischen Abstandes zwischen Oberfla¨chenpunkt
und Elementgruppe vorgenommen.
Fu¨r die in Abb. 4.3 gezeigten Konfigurationen, in denen eine Interpolation
von Daten notwendig ist, wurde eine einfache Strategie entwickelt, die fu¨r die
in dieser Arbeit verwendeten Finite–Elemente–Strukturen aus Balkenelemen-
ten mit einer Zuordnung von jeweils maximal zwei Elementgruppen zu einer
Oberfla¨che geeignet ist.
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Abbildung 4.4: Schema zur U¨bertragung der aerodynamischen Lasten auf Balkenele-
mente bzw. der Deformation des Balkens auf die Oberfla¨che.
4.2 Lastu¨bertragung auf das erweiterte Balkenelement
Ist eine Gruppe von Balkenelementen einer Oberfla¨che zugeordnet, so wer-
den alle an dieser Oberfla¨che auftretenden aerodynamischen Lasten, ggf. ge-
wichtet, in Knotenlasten fu¨r die beteiligten Knoten umgerechnet. Dazu wer-
den zuna¨chst die aerodynamischen Lasten und ihre jeweiligen Angriffspunk-
te in der nicht deformierten Konfiguration bestimmt. Bei dem Stro¨mungslo¨ser
FLOWer sind dies die Mittelpunkte der Zellen des Stro¨mungsnetzes auf
der Flugko¨rperoberfla¨che, in denen aus dem herrschenden Druck und dem
Fla¨cheninhalt ein resultierender Lastvektor bestimmt wird. Im Falle von Be-
rechnungen mit Verwendung der Navier–Stokes–Gleichungen wird die Rei-
bung ebenfalls in diesem Lastvektor beru¨cksichtigt, der deshalb i.allg. nicht
mehr orthogonal auf dem betrachteten Element der aerodynamischen Ober-
fla¨che steht.
Fu¨r jeden dieser Lastangriffspunkte wird das na¨chstgelegene Balkenele-
ment aus der Elementgruppe gesucht. Innerhalb dieses Elementes wird dem
Oberfla¨chenpunkt ein Punkt auf der Achse des Elements zugeordnet, entwe-
der als Fußpunkt des Lotes von der Oberfla¨che auf die Achse oder, wenn das
Lot die Achse außerhalb des Elementes trifft, der entsprechende Endpunkt
der diskreten Elementachse. U¨ber die so bestimmten Vektoren ist jeder Lastan-
griffspunkt auf der Oberfla¨che fest mit einem Punkt auf der Achse eines Bal-
kenelementes verbunden (vgl. Abb. 4.4). Da diese Zuordnung in der B.K. zu er-
folgen hat, kann der gefundene Lotvektor mit einem Balkenquerschnitt gleich-
gesetzt werden. Weil im verwendeten Balkenmodell die Querschnitte bei der
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Deformation des Balkens nicht ihre Form sondern nur ihre Lage a¨ndern, kann
der Querschnitt in der weiteren Betrachtung als starre Scheibe angesehen wer-
den.
2
M B
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Abbildung 4.5: Materieller Querschnitt eines Balkenelementes mit angreifender Last
F im Punkt A.
Eine an einer starren Scheibe in einem Randpunkt angreifende Kraft kann
in einen hinsichtlich der virtuellen Arbeit und der tatsa¨chlich u¨bertragenen
Energie a¨quivalenten Satz von Kra¨ften und Momenten fu¨r einen anderen An-
griffspunkt umgerechnet werden. Im Falle des erweiterten Balkenelementes ist
dabei zusa¨tzlich die Lage der einzelnen Wirkungslinien fu¨r Quer– und La¨ngs-
kra¨fte bzw. –Momente zu beachten (vgl. Abb. 4.5). U¨ber die in A angreifende
a¨ußere Kraft F seien die u¨brigen Kraft- und Momentvektoren wie folgt defi-
niert (vgl. auch Abb. 3.10 und die Definitionen in Abschnitt 3.2):
N = Fe  
 
(4.1)
= F
 
Q  = Fe    Q  = Fe   
= F  = F 
M   = (r   ∧ F)e  
 
(4.2)
= (ξ   − ξ   )F  − (ξ   − ξ   )F 
M   = (r   ∧ F)e    M  = (r   ∧ F)e   
= (ξ   − ξ  )F
 
= −(ξ   − ξ   )F
 
Mit Hilfe des Prinzips der virtuellen Verru¨ckungen fu¨r die starre
Balkenquerschnitts–Scheibe kann gezeigt werden, daß die oben beschriebene
Art der U¨bertragung der außen angreifenden Last auf das Drill- und Biege-
zentrum des Balkens energieerhaltend ist. Sei δr  eine virtuelle Verru¨ckung
des Lastangriffspunktes A, so kann diese durch eine virtuelle Verru¨ckung des
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UrsprungsO δr   und eine virtuelle Drehung δϕ dargestellt werden:
δr  = δr   + δϕ∧ r  .
Als virtuelle Verru¨ckung ist jede kinematisch mo¨gliche, kleine Verschie-
bung des Punktes A zugelassen. Dazu geho¨rt selbstversta¨ndlich auch die
in einem Zeitintervall Dt tatsa¨chlich stattfindende Verschiebung des Punk-
tes A, die sich mit Dr   = v   Dt und Dϕ = ω ∧ r  Dt gema¨ß
Dr  = (v   +ω ∧ r  )Dt = v  Dt darstellt. Entsprechendes gilt an den Punk-
tenD und B. Damit gilt dann fu¨r die von einer im PunktA angreifenden Kraft
F tatsa¨chlich verrichtete Arbeit DW   = FDr  und fu¨r die bei einer virtuellen
Verru¨ckung δr  ausgefu¨hrte virtuelle Arbeit
δW   = Fδr  .
Bildet man die virtuelle Arbeit zu den in den Gleichungen (4.1) und (4.2) defi-
nierten Kra¨ften und Momenten, so erha¨lt man:
δW =Nδr  +Qδr  + δϕM   + δϕM  (4.3)
=Nδr   + δϕ(r  ∧N) +Qδr   + δϕ(r  ∧Q) +
δϕ(r   ∧Q) + δϕ(r   ∧N)
= (N+Q)δr   + δϕ(r  ∧ (N +Q))
= Fδr   + F(δϕ∧ r  )
= Fδr 
Die wirklich geleistete Arbeit DW in einem Zeitintervall Dt ist das Produkt
der u¨bertragenen Leistung mit Dt, also DW = Fv  Dt. Die in [Mas02] gefor-
derte richtige Energieu¨bertragung, die fu¨r die korrekte Kopplung der beiden
Verfahren wichtig ist, ist fu¨r die U¨bertragung von der Oberfla¨che auf die ent-
sprechenden Balkenachsen somit gegeben.
Die innerhalb eines Elementes aufgebrachten Kra¨fte und Momente werden
auf geeignete Weise in einen Satz von Knotenkra¨ften und -Momenten umge-
rechnet und an den beteiligten Knoten hinzugefu¨gt. Dazu sind zwei Varianten
untersucht worden:
1. Mit Beru¨cksichtigung der Deformation eines Balkens bei mittig angrei-
fenden Lasten unter Beachtung der Erhaltung der dadurch erzeugten
virtuellen Arbeit. Die virtuellen Verru¨ckungen in einem Punkt ξ
 
auf der
Balkenachse ko¨nnen mittels der Ansatzfunktionen aus Gleichung (3.11)
wie folgt dargestellt werden:
δu˜(ξ
 
) = N  (ξ
 
)δ∆
δϕ˜(ξ
 
) = N  (ξ
 
)δ∆
Sei ξ   die ξ
 
-Koordinate des Lastangriffspunktes auf der Balkenachse.
Die Indizes

 

und



stehen fu¨r den Knoten 1 (ξ
 
= 0) bzw. Knoten 2
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(ξ
 
= L). U¨ber die virtuelle Arbeit
δW = δu˜(ξ   )F+ δϕ˜(ξ   )M
= (δu

 

 
N
 
(ξ   ) + δu



 
N  (ξ   ))F
 
+
(δu

 

 N  (ξ   , φ  ) + δϕ

 

 
N (ξ   , φ  ) +
δu



 N   (ξ   , φ  ) + δϕ



 
N  (ξ   , φ  ))F  + . . .
erha¨lt man durch Einsetzen der Formfunktionen und Sortieren nach den
virtuellen Verschiebungen und Verdrehungen der Endknoten die a¨qui-
valenten Knotenlasten wie folgt:
N

 

= N
 
(ξ   )F
 
N



= N  (ξ   )F
 
M

 

  = N
 
(ξ   )M  
M



  = N  (ξ   )M  
Q

 

 = N  (ξ   , φ  )F  +N  (ξ   , φ  )M  
Q



 = N   (ξ   , φ  )F  +N  (ξ   , φ  )M  
Q

 


= N  (ξ   , φ  )F  −N  (ξ   , φ  )M  
Q




= N   (ξ   , φ  )F  −N  (ξ   , φ  )M  
M

 


 = −N  (ξ   , φ  )F  +N  (ξ   , φ  )M  
M




 = −N  (ξ   , φ  )F  +N
 
 (ξ   , φ  )M  
M

 


= N  (ξ   , φ  )F  +N  (ξ   , φ  )M  
M




= N  (ξ   , φ  )F  +N
 
 (ξ   , φ  )M  
Die so bestimmten Knotenlasten entsprechen, wenn die Scherung ver-
nachla¨ssigt wird (φ  = φ  = 0), denjenigen, die nach [SGH95, Czi89] fu¨r
die klassische Balkenbiegung analytisch ermittelbar sind.
2. Bei der zweiten Variante darf sich die Balkenachse des freigeschnittenen
Elementes unter der Belastung nicht verbiegen. Daraus folgt, daß an den
Knoten keine Momente aufgebracht werden du¨rfen. Alle angreifenden
Kra¨fte und Momente werden hier wie folgt ausschließlich in Knoten-
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kra¨fte umgerechnet.
N

 

= N(1 −
ξ  
L
) N



= N
ξ  
L
M

 

  =M   (1 −
ξ  
L
) M



  =M  
ξ  
L
Q

 

 = Q  (1 −
ξ  
L
) −M   /L Q



 = Q  −Q

 


Q

 


= Q  (1 −
ξ  
L
) +M   /L Q




= Q  −Q

 


M

 


 = 0 M




 = 0
M

 


= 0 M



 
= 0
Dies entspricht einem Balkenmodell, bei dem fu¨r die Verschiebung ein
linearer Ansatz und die Verdrehung konstante Werte verwendet werden.
Der erste Fall hat naheliegende Vorteile, wenn es um die Berechnung ei-
ner Biegelinie eines Balkens mit wenigen, diskret angreifenden Lasten un-
ter Verwendung weniger Elemente geht. Außerdem wird dort die Erhal-
tung der Energie bei der Umrechnung in Knotenlasten fu¨r den diskretisierten
Flugko¨rper beachtet, die laut [Mas02] fu¨r die lose Kopplung wu¨nschenswert
ist. Der wesentliche Nachteil ist, daß eine mittels Einzellasten diskretisierte
konstante Streckenlast auf einem endlich langen Balken stets auch zu einer
Deformation an den Enden des Balkens fu¨hrt, die physikalisch nicht richtig
ist.
Im zweiten Fall kann eine konstante Streckenlast, die nur zu einer Ver-
schiebung oder Rotation des gesamten Balkens fu¨hrt, auch mittels diskreter
Einzellasten gut wiedergegeben werden. Allerdings wird eine feinere Diskre-
tisierung eines Balkens mit o¨rtlich unterschiedlicher Belastung beno¨tigt, um
eine gleich gute Approximation der Deformation zu erhalten wie im ersten
Fall. Aufgrund der genannten Eigenschaften wird, vor allem fu¨r Simulationen
des frei fliegenden, elastischen Flugko¨rpers, die 2. Variante verwendet. Nach-
teile, die durch die Verletzung der Energieerhaltung entstehen ko¨nnten, sind
in der praktischen Anwendung nicht aufgefallen.
4.3 Verschiebung der Oberfla¨che u¨ber einem Balkenele-
ment
Zu jeder Ecke eines Fla¨chenelementes des Stro¨mungsnetzes wird auf der Ober-
fla¨che des Flugko¨rpers das in der nicht deformierten Konfiguration na¨chstlie-
gende und damit zugeho¨rige Balkenelement bestimmt. Innerhalb dieses Ele-
mentes wird dem Oberfla¨chenpunkt ein Punkt auf der Achse des Elements zu-
geordnet, entweder der Fußpunkt des Lotes von der Oberfla¨che auf die Achse
oder der entsprechende Endpunkt der diskreten Elementachse. U¨ber die so be-
stimmten Vektoren ist jeder Punkt auf der Oberfla¨che fest mit einem Punkt auf
der Achse eines Balken–Elementes verbunden. Diese Vektoren werden nun,
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der Balkenhypothese ”ebene Querschnitte bleiben eben“ folgend, bei der Defor-
mation der Achse starr mitgefu¨hrt (vgl. Abb. 4.4). Ein a¨hnlicher Zugang wurde
in [Sch97] verwendet.
Die in den Knoten des diskreten Modells vorliegende Deformation wird
durch Auswertung der Formfunktionen fu¨r das jeweilige Element im Lotfuß-
punkt berechnet. Aus der so bestimmten Verschiebung und Verdrehung des
entsprechenden Balkenquerschnittes wird die Verschiebung des Gitterknotens
berechnet.
4.4 Interpolation bei Zuordnung zweier Balkenelement-
gruppen zu einer Oberfla¨che
Wie bereits in Abb. 4.3 illustriert ko¨nnen bereits bei relativ einfachen Geometri-
en Situationen auftreten, in denen Deformationen aus dem Biegezustand min-
destens zweier Elemente interpoliert werden mu¨ssen. Entsprechend sollten an
derselben Stelle angreifende a¨ußere Kra¨fte auf die Elemente verteilt werden.
Nachfolgend wird eine Interpolationsstrategie fu¨r aus Balkenelementen beste-
hende, lineare Strukturen vorgestellt, bei denen zwischen zwei Elementgrup-
pen interpoliert werden kann.
Einem Punkt A auf der Oberfla¨che (Kraftangriffspunkt, Deformationsab-
fragepunkt) werden auf den zwei der entsprechenden Oberfla¨che zugeordne-
ten Balken–Elementgruppen die na¨chstgelegenen Punkte P
 
und P  (jeweils in
Elementgruppe 1 und 2) zugewiesen. In diesen Punkten werden die Kraftan-
teile in die Balken eingeleitet, bzw. die Deformationen abgefragt. Um festzu-
stellen, mit welchen Gewichten die Interpolation zu erfolgen hat, oder ob u¨ber-
haupt eine Interpolation notwendig ist, wird das durch die Punkte A, P
 
, P 
aufgespannte Dreieck betrachtet, das im Extremfall auch zu einer Linie oder
einem Punkt entarten kann. Gilt in diesem Dreieck
r


 
+ r

  
 > r



 und r



 + r

  
 > r


 
(4.4)
dann muß interpoliert werden, da der Punkt im Bereich ”zwischen“ den bei-
den Elementgruppen liegt. Die Ungleichungen (4.4) besagen, daß in den Punk-
ten P
 
und P  spitze Winkel vorliegen mu¨ssen.
Dies soll anhand der zwei Beispielsituationen aus Abb. 4.3 geometrisch
erla¨utert werden. Die Situation a) ist in Abb. 4.6 mit drei mo¨glichen Situa-
tionen nochmals aufgetragen. Werden Daten fu¨r den Oberfla¨chenpunkt A(1)
u¨bertragen, so fa¨llt der auf Elementgruppe 2 na¨chstgelegene Punkt mit dem
Endpunkt der Gruppe zusammen. Aufgrund der Linearita¨t der Achsen der
Elementgruppen ist das Dreieck A(1)P
 
(1)P  (1) im Punkt P
 
(1) rechtwinklig,
und der Datenaustausch zwischen dem Punkt A(1) und den Finiten Elemen-
ten soll nur mit dem Punkt P
 
(1) geschehen. Im Fall des Oberfla¨chenpunk-
tes A(2) hat das entstehende Dreieck in den Punkten P
 
(2) und P  (2) jeweils
spitze Winkel, d.h. Ungleichungen (4.4) sind erfu¨llt. Hier wird der Datenaus-
tausch mittels einer Interpolation bzw. mittels Wichtungsfaktoren zwischen
dem Punkt A(2) und beiden Elementgruppen stattfinden. Fu¨r den Punkt A(3)
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A(1)
Elementgruppe 1
P2(3)
A(2)
Elementgruppe 2
A(3)
P1(1)
P1(2)
P2(1)
P2(2)
P1(3)
Abbildung 4.6: Interpolation in der ”Knicksituation“: Innerhalb der hellgrau darge-
stellten Fla¨che wird interpoliert, z.B. die Daten an Punkt A(2), au-
ßerhalb nicht, z.B. an den Punkten A(1) und A(3).
gilt eine a¨hnliche Situation wie bei A(1), lediglich ist nun der rechte Winkel in
P  (3) und demnach die Zuordnung zwischen A(3) und der Elementgruppe 2
ausschließlich hergestellt. Die in der Abbildung grau skizzierte Fla¨che umfaßt
den Bereich, in dem die Interpolationsbedingung gu¨ltig ist.
1
P2
2 3
4 5
Balken 1 Balken 2
P1
Abbildung 4.7: Interpolation bei nebeneinander Verlaufenden Balkengruppen: Fa¨llt
der Oberfla¨chenpunkt A in den Bereich zwischen den Punkten 2 und
4, so wird interpoliert, ansonsten nicht.
A¨hnliches ergibt sich in der Situation b) aus Abb. 4.3: hier sind die Bedin-
gungen (4.4) fu¨r alle Oberfla¨chenpunkte A zwischen den Punkten 2 und 4 in
der Skizze 4.7 erfu¨llt. Fu¨r den Punkt 1 ist die Bedingung im Punkt P
 
verletzt,
da dort ein stumpfer Winkel ist, fu¨r den Punkt 5 entsprechend in Punkt P  .
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Insgesamt ergibt sich folgender Algorithmus: Bestimme
d
 
:= r


 
+ r

  
 − r



 (4.5)
d  := r



 + r

  
 − r


 
.
Falls
d
 
< 0 d
 
:= 0
d  < 0 setze d  := 0 (4.6)
d
 
= d  = 0 d
 
:= d  := 1.
Damit ergeben sich als Wichtungs- bzw. Interpolationsfaktoren
I
 
:=
d 
d
 
+ d 
und I  :=
d
 
d
 
+ d 
. (4.7)
Bei der U¨bertragung von Daten fu¨r Kra¨fte von der Oberfla¨che zu den Bal-
kenelementen bedeutet dies, daß die Kra¨fte mit dem Wert I
 
gewichtet auf
den Punkt P
 
in Elementgruppe 1 und mit dem Faktor I  gewichtet auf P  in
Elementgruppe 2 u¨bertragen werden.
Umgekehrt werden Daten von den Balkenelementen, hier die Verschiebun-
gen, Verdrehwinkel und deren Zeitableitungen entsprechend mit den Fakto-
ren I
 
und I  interpoliert in den Oberfla¨chenpunkt A u¨bertragen.
Die Fallunterscheidung (4.6) sorgt dafu¨r, daß a) bei Verletzung einer der
Bedingungen (4.4) der passende Wichtungsfaktor zu Null gesetzt wird und
damit die Verteilung bzw. Interpolation effektiv ausgeschaltet wird, und daß
b) bei Zusammenfallen des Dreiecks zu einem einzigen Punkt beide Gewichte
gleich groß ausfallen.
Kapitel 5
Freiflugmodellierung
Bevor die Simulation von Lenkbewegungen mit dem gekoppelten Verfahren
mo¨glich ist, mu¨ssen die evtl. auftretenden freien Translations- und Rotations-
bewegungen des gesamten Ko¨rpers im Verfahren beru¨cksichtigt werden. Weil
der Ko¨rper diese Freiheitsgrade auch bei Starrheit wahrnehmen ko¨nnte, nen-
nen wir sie auch Starrko¨rperfreiheitsgrade. Zu den Starrko¨rperfreiheitsgraden
geho¨ren in der Regel sehr große Lagea¨nderungen. Diese großen Lagea¨nderun-
gen mu¨ssen entweder in der Formulierung der Finite–Elemente–Beschreibung
fu¨r den elastischen Festko¨rper beru¨cksichtigt werden, oder die Gesamtbewe-
gung wird na¨herungsweise als Summe aus einer Bewegung in Starrko¨rperko-
ordinaten und kleinen Deformationsbewegungen angesetzt.
Im Rahmen dieser Arbeit wurde ein entsprechender Separationsansatz zur
getrennten Berechnung der Bewegung des Flugko¨rpers in den Starrko¨rper-
freiheitsgraden und elastischen Deformationen verfolgt, da dieser auch die
Mo¨glichkeit bietet, einen starren Ko¨rper auf einfache Weise mit der Stro¨mung
zu koppeln, indem die Berechnung der elastischen Deformation unterdru¨ckt
wird. Hat der Flugko¨rper mindestens einen starren Freiheitsgrad, d.h. ein Ei-
genwert ist unter Vakuumbedingungen Null, so wird eine Aufteilung der Be-
wegung in einen quasi starren Anteil und eine Deformation des Flugko¨rpers
vorgenommen. Dazu wird ein neues, am deformierten Ko¨rper schwerpunkt-
festes, kartesisches Koordinatensystem eingefu¨hrt, dessen ra¨umliche Orientie-
rung u¨ber den auf den momentanen Schwerpunkt bezogenen Drallsatz fu¨r
das Gesamtsystem, mit dem momentanen Tra¨gheitstensor des deformierten
Ko¨rpers, bestimmt wird. Mit Schwerpunkt ist dabei das momentane Massen-
zentrum gemeint, das wegen der zeitlich vera¨nderlichen Ko¨rperform kein ma-
terieller Punkt des Ko¨rpers ist, also in jedem Zeitschritt neu bestimmt werden
muß. In diesem neuen Koordinatensystem wird die Deformationsa¨nderung
des elastischen Ko¨rpers und auch dessen Umstro¨mung berechnet. In der eng-
lischsprachigen Literatur werden diese Koordinaten oftmals mit ”Mean Axes“
bezeichnet [Mil68, WS98, MM01]. Wenn der Ko¨rper einen Fixpunkt hat, z.B.
ein Kugelgelenk, tritt dieser an die Stelle des Schwerpunktes.
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5.1 ”Mean Axes“
Abha¨ngig von der Konfiguration des Modells kann der Ursprung des neuen
Koordinatensystems zwei Positionen annehmen:
1. der Ko¨rper hat je drei starre Translations- und Rotationsfreiheitsgrade:
Der Koordinatenursprung liegt immer im momentanen Schwerpunkt
des Flugko¨rpers.
2. der Ko¨rper hat nur starre Rotationsfreiheitsgrade: In dem Fall sei der
Ko¨rper z.B. in einem Gelenk gelagert. Der Koordinatenursprung des be-
wegten Koordinatensystems liegt dann in diesem Gelenk. Der Punkt ist
damit ko¨rperfest.
Der Ablauf des Verfahrens innerhalb eines Zeitschrittes ist im folgenden grob
skizziert (vgl. auch Abb. 6.2). Dabei wird die Bestimmung der momentanen
Lage der ”Mean Axes“ und der davon entkoppelten Deformation fu¨r den frei
fliegenden Flugko¨rper beschrieben, d.h. fu¨r den ersten Fall, in dem der Ur-
sprung im momentanen Schwerpunkt liegt. Fu¨r den anderen Fall erfolgt die
Herleitung analog, jedoch mu¨ssen nur die Rotationsanteile betrachtet werden.
Die dynamischen Bilanzgleichungen fu¨r Impuls und Drall, die zuna¨chst in
einem Inertialsystem formuliert seien, ko¨nnen formal auf ein beliebig beweg-
tes sog. Laborsystem umgerechnet werden. Dieses kann wie beschrieben so
spezialisiert werden, daß es das System der ”Mean Axes“ repra¨sentiert. Nach-
folgend wird das neu eingefu¨hrte Koordinatensystem der ”mean axes“ des-
halb auch mit Laborsystem bezeichnet.
5.1.1 Massentra¨gheits–gemittelte Bewegung
Zuna¨chst wird im Inertialsystem O ′(x ′, y ′, z ′), auf das die Bewegung des
Flugko¨rpers bezogen wird, die Lage des Schwerpunktes in der nicht defor-
mierten Konfiguration (Bezugskonfiguration, B.K.) in der Ausgangsposition
bestimmt. Im weiteren werden alle Gro¨ßen, die bzgl. des Inertialsystems zu
bilden sind, mit einem ′ gekennzeichnet. Das Laborsystem wird mit O(x, y, z)
bezeichnet. Alle Gro¨ßen mit einem Index   beziehen sich auf den momentanen
Schwerpunkt bzw. den UrsprungO des Laborsystems.
Die aerodynamischen Kra¨fte werden u¨ber die Schnittstelle von
Stro¨mungslo¨ser und Festko¨rpermodell auf die elastische Struktur u¨ber-
tragen und im FE-Modell als Knotenkra¨fte F   und Knotenmomente M  
aufgebracht 1 . Aus diesen Knotenlasten des FE-Modells werden die resultie-
rende Kraft und das resultierende Moment, bezogen auf den Ursprung des
Laborsystems, bestimmt.
F  =
∑
Knoten
 
F

  (5.1)
M   =
∑
Knoten
 
M

  + r   ∧ F

 
1Die Momente sind auf den jeweiligen Knoten des FE–Modells bezogen.
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Der Ortsvektor r   = r¯   +u   gibt die momentane Lage des Knotens j inO(x, y, z)
an, r¯   dessen Lage im undeformierten Zustand,u   die Relativverschiebung des
Knotens im Laborsystem. Entsprechend ist r      = r¯      + u      der Ortsvektor,
u      die Verschiebung und v      die Verschiebungsgeschwindigkeit des momen-
tanen Schwerpunktes von Element j. θ      ist der momentane Tra¨gheitstensor
des Elementes j bezogen auf dessen Schwerpunkt.
Nach der Bestimmung der Gesamtmasse
mges =
∑
Elemente
 
m  
und des momentanen Tra¨gheitstensors des diskretisierten Flugko¨rpers
θ   =
∑
Elemente
 
θ      +m   [(r      r      )E − (r      ◦ r      )] (5.2)
=
∑
Elemente
 
θ      +m   [(r¯      r¯      )E − (r¯      ◦ r¯      )] +
m   [(2r¯      u      + u      u      )E − (r¯      ◦ u      + u      ◦ r¯      + u      ◦ u      )] ,
sowie dessen zeitlicher A¨nderung im Laborsystem
D
Dt
(θ   ) =
∑
Elemente
 
D
Dt
(θ      ) +
m   [(2r¯      v      + 2u      v      )E −
(r¯      ◦ v      + v      ◦ r¯      + v      ◦ u      + u      ◦ v      )] , (5.3)
ko¨nnen die Bewegungsgleichungen fu¨r die massengemittelte Bewegung im
Inertialsystem gelo¨st werden. Dazu wurden die Impulsbilanz im Inertialsy-
stem
a ′
 
mges = F  (5.4)
und die Drallbilanz im Inertialsystem, bezogen auf den momentanen Schwer-
punkt,
D ′
Dt
(θ   ω   ) =
D
Dt
(θ   )ω   + θ   ω˙   +ω   ∧ (θ   ω   ) =M    (5.5)
herangezogen. U¨ber die so bestimmten Gro¨ßen Beschleunigung a ′
 
und Win-
kelgeschwindigkeit ω   wird die Lagea¨nderung des Laborsystems O(x, y, z)
gegenu¨ber dem InertialsystemO ′(x ′, y ′, z ′) definiert.
Die so bestimmten aktuellen Translations- und Rotationsgeschwindigkei-
ten sowie die neue Lage des bewegten Koordinatensystems werden an den
Stro¨mungslo¨ser u¨bergeben, damit sie dort in der Stro¨mungssimulation ent-
sprechend beru¨cksichtigt werden ko¨nnen.
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5.1.2 Separation der elastischen Deformation
Zur Berechnung des Deformationsanteils der Bewegung mit Hilfe des FE–
Modelles mu¨ssen die aus den aerodynamischen Kra¨ften gebildeten Knotenla-
sten so vera¨ndert werden, daß die gesamte Impuls- bzw. Drehimpulsa¨nderung
des FE-Modells zu Null wird, d.h. die zur Lo¨sung der massengemittelten Be-
wegungsgleichungen (5.4) und (5.5) ”verbrauchten“ Kraftanteile mu¨ssen ab-
gezogen werden. Aus der mittleren Translations- und Rotationsbeschleuni-
gung des Ko¨rpers resultieren Tra¨gheitskra¨fte bzw. -momente, die jedem ein-
zelnen Element des FE-Modells zugeordnet werden ko¨nnen. Diese Kra¨fte und
Momente mu¨ssen, nach Umwandlung in a¨quivalente Knotenlasten, von den
gegebenen aerodynamischen Knotenlasten abgezogen werden. Die verblei-
benden Kra¨fte und Momente tragen ausschließlich zur Deformationsbewe-
gung des Modells bei. Die so in dem Laborsystem bestimmte Deformationsbe-
wegung kann nun genutzt werden, um die entsprechende Nachfu¨hrung des
Rechennetzes des Stro¨mungslo¨sers zu bestimmen.
Betrachtet man das einzelne Element j als Starrko¨rper, so erha¨lt es durch
die relative Bewegung der beiden Koordinatensysteme und die Deformation
die Schwerpunktsbeschleunigung
a ′
 

  = a ′
 
+ ω˙   ∧ r      +ω   ∧ (ω   ∧ r      ) + 2ω   ∧ v      + a      (5.6)
im Inertialsystem, die sich anteilig aus der Laborbeschleunigung, der Coriolis–
Beschleunigung 2ω   ∧ v      und der Relativbeschleunigung im Laborsy-
stem zusammensetzt. Fu¨r die nachfolgende Bestimmung der ”verbrauchten“
Lastanteile betrachten wir
a¯ ′
 

  = a ′
 

  − a      (5.7)
Daraus ergibt sich fu¨r die Tra¨gheitskraft fu¨r das Element j
Fkorr  = a¯ ′
 

  m   . (5.8)
Aus der A¨nderung des Eigendralls der einzelnen Elemente durch die Winkel-
geschwindigkeit und -beschleunigung des Laborsystems resultiert ein Anteil
des ”verbrauchten“ Momentes
Mkorr  =
D ′
Dt
(θ      ω   ) =
D
Dt
(θ      )ω   + θ      ω˙   +ω   ∧ (θ      ω   ). (5.9)
Werden Fkorr  undMkorr  an allen Elementen abgezogen, so mu¨ssen der Gesam-
timpuls und -drall des diskreten Flugko¨rpers im Laborsystem zu Null werden,
d.h. es muß gelten:∑
Elemente
 
Fkorr  = F  und
∑
Elemente
 
Mkorr  + r      ∧ Fkorr  =M   . (5.10)
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Die Gu¨ltigkeit der Gleichungen (5.10) soll nachfolgend kurz gezeigt werden:∑
Elemente
 
Fkorr  =
∑
Elemente
 
(a ′
 
+ ω˙   ∧ r      +ω   ∧ (ω   ∧ r      ) + 2ω   ∧ v      )m  
= a ′
 
mges +ω   ∧
∑
Elemente
 
(r      m   ) +
ω   ∧ (ω   ∧
∑
Elemente
 
(r      m   )) + 2ω   ∧
∑
Elemente
 
(v      m   )
= F  ,
da die drei Summen aufgrund der U¨bereinstimmung von Ursprung O und
momentanem Schwerpunkt entfallen.∑
Elemente
 
Mkorr  + r      ∧ Fkorr  =
∑
Elemente
 
((
D
Dt
θ      )ω   + r      ∧ (2ω   ∧ v      m   ))︸ ︷︷ ︸
	

 
 


− a ′
 
∧
∑
Elemente
 
(r      m   )︸ ︷︷ ︸
	

+
∑
Elemente
 
(θ      ω˙   + r      ∧ (ω˙   ∧ r      m   ))︸ ︷︷ ︸
	

 ˙


+
∑
Elemente
 
(ω   ∧ (θ      ω   ) + r      ∧ (ω   ∧ (ω   ∧ r      ))m   )︸ ︷︷ ︸
	


	





=M   .
Ist ω   klein und fa¨llt mit einer der Hauptachsen des gesamten Tra¨gheits-
tensors θ   zu allen Zeiten zusammen, so vereinfachen sich die Tra¨gheitskra¨fte
und -momente wie folgt:
Fkorr  = (a ′
 
+ ω˙   ∧ r      + 2ω   ∧ v      )m   (5.11)
und
Mkorr  =
D
Dt
L      =
D
Dt
(θ      )ω   + θ      ω˙   . (5.12)
Das durch die Definition der ”Mean Axes“ geforderte Verschwinden der
A¨nderung des Gesamtimpulses und -dralls im Laborsystem ist immer noch
erfu¨llt, da die vernachla¨ssigten Zentrifugalkra¨fte hierzu keinen Beitrag liefern.
Bleibt die Deformation des Ko¨rpers in Bezug auf die Rotation ω   klein,
z.B. wenn der Drehvektor orthogonal zur hauptsa¨chlichen Deformationsebene
ist, so kann auch 

  (θ      )ω   vernachla¨ssigt werden, ebenso wie in diesem Fall
na¨herungsweise r      = r¯      gesetzt werden kann.
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5.1.3 Freiflug des starren Flugko¨rpers
Die Simulation des freifliegenden, starren Flugko¨rpers ist so ebenfalls mo¨glich.
Werden im oben beschriebenen Verfahren alle elastischen Deformationen
vernachla¨ssigt, so entsprechen die massentra¨gheitsgemittelten Gleichungen,
die dort gelo¨st werden, genau den Bewegungsgleichungen des starren
Flugko¨rpers unter dem Einfluß der aerodynamischen Kra¨fte. Die ”Mean Axes“
bilden fu¨r diesen Fall ein echt ko¨rperfestes Koordinatensystem. Die Korrektur
der Knotenlasten des FE-Modells braucht in diesem Fall natu¨rlich nicht durch-
gefu¨hrt zu werden.
5.2 Funktionsbeispiele
In den Abbildungen 5.1–5.3 werden drei Beispielergebnisse wiedergeben, in
denen die im Laborsystem berechneten Deformationsbewegungen der gesam-
ten Bewegung im Inertialsystem gegenu¨bergestellt werden. In den Abbildun-
gen wird im oberen Bild jeweils die Gesamtbewegung des elastischen Balkens
im Inertialsystem dargestellt, die entsprechend aus Translation und Rotation
der Laborkoordinaten und der elastischen Deformation zusammengesetzt ist.
In den unteren Bildern wird mit der Verschiebungu   im Laborsystem die reine
Deformation dargestellt.
Der im Vakuum frei schwebende Balken wird im 1. Beispiel (Abb. 5.1)
plo¨tzlich mittig belastet, so daß eine symmetrische Deformation und eine reine
Translation des Laborsystems zustande kommt. Dagegen erfolgt die Belastung
im 2. Beispiel außermittig, bei ansonsten gleichen Bedingungen. Wie in Abb.
5.2 zu sehen ist, erfa¨hrt der Balken neben den (nicht mehr symmetrischen) De-
formationen und der Translation des Laborsystems auch eine starre Rotation
um seinen momentanen Schwerpunkt.
Im 3. Beispiel (Abb. 5.3) ist der elastische Ko¨rper nicht frei, sondern rechts
in einem Gelenk drehbar gelagert. Dies fu¨hrt dazu, daß der Ursprung des La-
borsystems in dem Gelenk liegt. Da das Laborsystem keine Translationsbewe-
gung mehr ausfu¨hren kann, wird zur Bestimmung von dessen Lage nur noch
die A¨nderung des Drehimpulses Gl. (5.5) herangezogen. Auch hier wird ei-
ne Drehbewegung mit nichtsymmetrischen Verformungsbewegungen a¨hnlich
Bsp.2 eingeleitet, jedoch bleibt das rechte Ende im Inertialsystem und im La-
borsystem fest. Der Unterschied in der Darstellung der beiden Bilder besteht
nur noch aus der Drehung des Laborsystems gegenu¨ber dem Inertialsystem
im Gelenk.
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Abbildung 5.1: Beispiel 1: Plo¨tzliche Belastung in negativer z-Richtung auf die Mit-
te eines freien Stahlbalkens, dessen Achse anfangs mit der x-Achse
zusammenfa¨llt. Die kleinen Kreise entlang der Balkenmitte im oberen
Bild beschreiben die momentane Lage des Schwerpunktes.
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Abbildung 5.2: Beispiel 2: Plo¨tzliche Belastung in negativer z-Richtung auf einen
freien Stahlbalken, dessen Achse anfangs mit der x-Achse zusam-
menfa¨llt, bei 20% der Balkenla¨nge vom rechten Ende aus, anson-
sten wie Bsp.1 (Abb. 5.1). Die Skalen der beiden Abbildungen in z-
Richtung sind hier unterschiedlich gewa¨hlt worden, da andernfalls
die Deformation fast nicht erkennbar wa¨re.
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Abbildung 5.3: Beispiel 3: Plo¨tzliche Belastung in negativer z-Richtung auf die Mit-
te eines Stahlbalkens, der am rechten Ende drehbar gelagert ist und
dessen Achse anfangs mit der x-Achse zusammenfa¨llt, ansonsten wie
Bsp.1 (Abb. 5.1).
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5.3 Modell fu¨r Steuerfla¨chen
Mit der oben beschriebenen Entkopplung der tra¨gheitsgemittelten globalen
Bewegung des gesamten Ko¨rpers von der Deformation, kann nun die Flug-
bahn eines frei fliegenden, gelenkten Flugko¨rpers direkt simuliert werden.
Aufgrund der einfachen Geometrie im Vergleich zu einem Flugzeug wurde
eine u¨ber ein Heckleitwerk steuerbare Rakete als Funktionsmuster implemen-
tiert.
Zur Steuerung der frei fliegenden Rakete werden vereinfacht modellier-
te Leitwerke verwendet. Bei diesen wird eine Anstellung gegenu¨ber der
Stro¨mung durch eine Verwindung der Leitwerksfla¨che erreicht, wobei deren
Erzeugende in einer Ebene, die die Hauptstro¨mungsrichtung entha¨lt, als dreh-
bar, aber starr angenommen werden. . In der Torsionsachse des Leitwerkes
wird dazu ein Balkenelement als Tra¨ger dieser Erzeugenden angebracht. Zur
Kontrolle der Steuerung wird an der Außenkante des Leitwerkes ein Soll-
Winkel vorgeschrieben, dessen Vergleich mit dem Ist–Wert eine Vera¨nderung
des Momentes ergibt, durch das die Leitfla¨che tordiert wird. Die zugeho¨rigen
Soll–Werte werden als Funktion der Zeit vorgeschrieben. Denkbar und mit
sehr geringem Aufwand umsetzbar ist auch eine Steuerung durch bestimmte
Parameter des aktuellen Flugzustandes, wie z.B. den Steigwinkel.
X
Y
Z
Abbildung 5.4: Darstellung eines Leitwerkes, dessen Tragstruktur (radial verlaufen-
der Balken) zur Steuerung des Flugko¨rpers einer Torsion unterworfen
wird.
Kapitel 6
Kopplung an FLOWer
Beispielhaft wurden die entwickelten Komponenten an den Stro¨mungslo¨ser
FLOWer angekoppelt, um so ein vollsta¨ndiges Verfahren zur aeroelastischen
Direktsimulation zu erhalten. Der FLOWer–Code ist ein Finite–Volumen–
Verfahren zur Lo¨sung der Euler– oder Reynolds–gemittelten Navier–Stokes–
Gleichungen im Bereich von Unter- bis Hyperschall. Zu diesem Zweck sind
fu¨r den reibungs- und wa¨rmeleitungsfreien Teil der Gleichungen verschie-
dene Diskretisierungen implementiert: ein zentrales Schema und mehrere
Upwind–Schemata. Die Reibung und Wa¨rmeleitung enthaltenden Teile der
Navier–Stokes–Gleichungen sind zentral diskretisiert. Durch die Eigenschaf-
ten der dargestellten Teilverfahren und die verwendete lose Kopplung war es
mo¨glich, eine Programmbibliothek zu erstellen, die u¨ber nur wenige Schnitt-
stellenfunktionen verfu¨gt. Die A¨nderungen an FLOWer sollten mo¨glichst ge-
ring und lokal ausfallen, damit die Erweiterung schnell verfu¨gbar gemacht
werden konnte. Eine vollsta¨ndige Beschreibung der FLOWer–seitigen A¨nde-
rungen ist in [Han03] enthalten.
6.1 Kopplungsschema
Die vorangehend beschriebenen Verfahren zur Berechnung der instationa¨ren
Strukturdynamik und der Stro¨mungslo¨serFLOWermu¨ssen so miteinander ge-
koppelt werden, daß eine zeitgenaue Lo¨sung des aeroelastischen Gesamtsy-
stems errechnet werden kann. Da das Aufstellen und Lo¨sen der vollsta¨ndigen
Differentialgleichungen fu¨r dieses System aufgrund der enormen Komplexita¨t
wenig Aussicht auf Erfolg bietet, werden im Rahmen dieser Arbeit die oben
beschriebenen, separat formulierten Verfahren so miteinander gekoppelt, daß
das gleiche Ziel erreicht wird.
Da in der Wirklichkeit die beiden Systeme sich zu jedem Zeitpunkt gegen-
seitig beeinflussen, liegt es auf der Hand, daß mit einem einfachen Alternie-
ren der beiden Verfahren keine zeitgenaue Lo¨sung erreicht werden kann. In
[Hur02] findet sich eine Untersuchung derartiger Kopplungsvorga¨nge, insbe-
sondere mit Hinblick auf eine einfache Realisierung bei gleichzeitig zeitgenau-
er Bestimmung der Lo¨sung. Dabei wurde festgestellt, daß bereits eine kleine
Verbesserung des abwechselnden Rechnens den gewu¨nschten Effekt erzielt.
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Abbildung 6.1: Kopplungsschema nach Hurka2: 1) Extrapolation der Stro¨mungsda-
ten, 2) U¨bertragung der extrapolierten Daten an die Struktur, 3)
Lo¨sungsschritt Struktur, 4) U¨bertragung der Strukturdaten an die
Stro¨mung, 5) Lo¨sungsschritt Stro¨mung, 6) U¨bertragung der berech-
neten Stro¨mungsdaten an die Struktur.
Dazu wird in jedem Zeitschritt zu Beginn eine Extrapolation der aerodyna-
mischen Belastungen des Flugko¨rpers fu¨r das Ende des geplanten Zeitschrit-
tes vorgenommen. Mit diesen Daten wird die strukturdynamische Lo¨sung be-
stimmt. Die so bestimmte Deformation dient als Grundlage fu¨r das Fortschrei-
ten der aerodynamischen Lo¨sung. Die aus dieser Lo¨sung berechneten Lasten
werden dann an den Strukturlo¨ser u¨bergeben (vgl. Abb. 6.1). Prinzipiell kann
dieses Vorgehen nun noch mehrfach unter Auslassung des Extrapolations-
schrittes iteriert werden, in [Hur02] wurde jedoch festgestellt, daß das Ergeb-
nis dadurch in der Regel nicht mehr nachhaltig verbessert wird. Diese Fest-
stellung wurde im Rahmen einer ”monolithischen“ Formulierung in [Mas02]
weitgehend besta¨tigt.
6.2 Stationa¨re Windkanalstro¨mung und Startwertebe-
rechnung
Mit der oben erla¨uterten Kopplung ko¨nnen auch schnell stationa¨re Probleme
fu¨r elastische Flugko¨rper gelo¨st werden. So stellt sich z.B. bei einem im Wind-
kanal eingespannten Flugko¨rper im Fall, daß eine stabile Gleichgewichtslage
und -konfiguration existiert, ein stationa¨rer Zustand fu¨r die Stro¨mung und die
Deformation des Flugko¨rpers ein. A¨hnliches gilt fu¨r die Berechnung des An-
fangszustandes fu¨r eine dynamische Simulation, die mit einer ausgelenkten
Lage begonnen werden soll.
In diesen Fa¨llen wird das gekoppelte Programm mit leichten Vera¨nderun-
gen verwendet. Sowohl der Stro¨mungs- als auch der Strukturlo¨ser benutzen
dann anstelle der dynamischen Lo¨sungsroutinen solche zur Bestimmung der
statischen Lo¨sung. Da eine zeitgenaue Lo¨sung in diesem Fall ebenso nicht er-
2Schema B in [Hur02]
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Abbildung 6.2: Datenfluß in vereinfachter Darstellung fu¨r die Kopplung zwischen
der Stro¨mung und einem elastischen Festko¨rper mit starrem Frei-
heitsgrad.
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forderlich ist, vereinfacht sich das Kopplungsschema (vgl. Abb. 6.1) auf ein
schlichtes Abwechseln der beiden Verfahren, d.h. der fu¨r die instationa¨re Be-
rechnung vorgenommene Schritt der Extrapolation entfa¨llt.
Da in der Regel 3-6 Iterationen ausreichend sind, um die stationa¨re Lo¨sung
in guter Na¨herung zu erreichen, stellt diese Modifikation eine enorme Be-
schleunigung gegenu¨ber dem alternativen Weg dar, in dem eine dynamische
Lo¨sung mit einem stark geda¨mpften System bis zum Erreichen der Ruhela-
ge berechnet wird. Allerdings erfordert unsere Vorgehensweise die Vorausset-
zung, daß es eine stabile Gleichgewichtskonfiguration gibt, die sich nur durch
kleine Verschiebungen von der Anfangslage unterscheidet.
6.3 Schnittstelle der Aeroelastik–Programmbibliothek
fu¨r FLOWer
Da die im FLOWer–Code vorzunehmenden A¨nderungen mo¨glichst gering
ausfallen sollen, wurden alle Funktionen fu¨r die Berechnung der Strukturde-
formation, der Gitterdeformation, der Flugbahnbestimmung, sowie der Da-
tenu¨bertragung in einer externen Programmbibliothek zusammengefaßt, die
neben der Einbindung in FLOWer auch die Erstellung separater Programme,
z.B. zur Gitterdeformation fu¨r einen gegebenen Last- oder Deformationszu-
stand erlaubt. Die Schnittstelle der Programmbibliothek entha¨lt nur wenige
Funktions- bzw. Prozeduraufrufe, die eine hohe Abstraktionsebene aufwei-
sen. Auf diese Art wird eine weitgehende Entkopplung von FLOWer und den
neuen Programmteilen hinsichtlich der Implementierung erreicht. Diese star-
ke Entkopplung wurde an einigen Stellen mit dem Verlust an Laufzeiteffizienz
und mit der Speicherung redundanter Daten erkauft, der Gewinn an Sicher-
heit und Flexibilita¨t bei der Implementierung wiegt dies jedoch wieder auf.
Im folgenden werden die einzelnen Funktionen der Schnittstelle beschrie-
ben:
Init Initialisierung der beno¨tigten Daten z.B. durch Einlesen der Steuerda-
teien. Zentrale Steuerdaten, wie Einlesen von Restart-Daten und deren
Ausgabe, sowie die Fallunterscheidung, ob mit bzw. ohne Elastizita¨t des
Ko¨rpers gerechnet werden soll, werden hier ausgetauscht.
Solve Bestimmung der Lo¨sung fu¨r den gegebenen Zeitpunkt t. Da im FLOWer
Zeitschritte unterschiedlicher La¨nge verwendet werden ko¨nnen, wur-
de fu¨r die Lo¨sungsroutinen fu¨r die Strukturdynamik ein Runge–Kutta–
Verfahren mit Fehlerkontrolle und automatischer Schrittweitensteue-
rung [PFTV86] implementiert. So braucht auf die mo¨gliche Schrittweite
fu¨r den Strukturlo¨ser keine Ru¨cksicht genommen zu werden. Durch das
Runge–Kutta–Verfahren werden ggf. zu große Zeitschritte des FLOWer–
Codes durch mehrere ausreichend kleine Schritte u¨berbru¨ckt.
Set Forces Addiert einen Kraftvektor an den gegebenen Koordinaten. Die La-
sten werden in einem Lastvektor akkumuliert, der fu¨r das Ende des
na¨chsten Zeitschrittes verwendet wird.
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Move Loads to Current Time Um bei der Iteration mit dem gegebenen
Kopplungsschema neue Lastdaten fu¨r den aktuellen Zeitpunkt setzen zu
ko¨nnen (z.B. die berechneten Luftlasten, Schritt 6) wird der Lastvektor,
in dem die Lasten via Set Forces akkumuliert wurden, an den aktuellen
Zeitpunkt verschoben und fu¨r das Ende des folgenden Zeitschrittes ein
neuer Lastvektor mit Null initialisiert.
Resolve Wiederholung des letzten Zeitschrittes, z.B. bei der Reiteration des
Kopplungsschemas mit anderen Lasten oder bei der Korrektur der Zeit-
schrittweite nach unten.
Output Ausgabe des aktuellen Zustandes des elastischen Modells oder von
Restart–Daten fu¨r den Festko¨rper.
Has Rigid DOF Abfrage, ob der Flugko¨rper Starrko¨rperfreiheitsgrade be-
sitzt. Dies wird durch das Einlesen der Beschreibung des Modells in
der Eingabedatei automatisch festgestellt. Die Unterroutine soll FLOWer
die entsprechende Information zukommen lassen, damit entsprechende
Zweige bei der Stro¨mungsberechnung fu¨r starre Rotationen und Trans-
lationen durchlaufen werden ko¨nnen.
Rigid Movement Centre Ursprung der ”Mean Axes“ als Koordinaten der
BK.
Rigid Movement Verschiebung, Verdrehung und die zugeho¨rigen Geschwin-
digkeiten des Laborsystems gegenu¨ber dem Inertialsystem (=Ri-
gid Movement Centre).
Init Moving Grid Initialisierung des Gitterdeformationsprogramms.
Calculate New Grid Bestimmung der Gitterdeformation zum aktuellen Zeit-
punkt und Erstellen des neuen Gitters.
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Kapitel 7
Simulationsergebnisse
7.1 Tragflu¨gel quasistatisch
Im Rahmen des von der Europa¨ischen Union gefo¨rderten Forschungsvor-
haben ”High Reynolds-Number Tools & Techniques Project“ wurden Wind-
kanalversuche mit einer elastischen Flu¨gel–Rumpf–Kombination im Eu-
ropa¨ischen Transsonischen Windkanal (ETW) durchgefu¨hrt. Bei der Vornahme
begleitender Simulationsrechnungen zu den Messungen wurden von C. Braun
die in dieser Arbeit vorgestellten Techniken benutzt [BBB
 
03]. Es zeigte sich,
daß fu¨r die Bewertung der Versuche bzw. die Validierung numerischer Simula-
tionsergebnisse die korrekte Wiedergabe des im Windkanal vorliegenden sta-
tiona¨ren Verformungszustandes des Windkanalmodelles wesentlich ist. In den
Abb. 7.3 und 7.4 sind die Druckbeiwerte fu¨r verschiedene Anstellwinkel in sie-
ben spannweitigen Profilschnitten des Tragflu¨gels wiedergegeben1. Deutlich
erkennbar ist, daß das Ergebnis der auskonvergierten stationa¨ren aeroelasti-
schen Lo¨sung (durchgezogene Linien) sehr gut mit den Windkanalmessungen
(Ka¨stchen) korreliert, wa¨hrend die Simulation ohne Beachtung der Deformati-
on des Flu¨gels teilweise erhebliche Abweichungen der Druckverteilung liefert,
die durch die dimensionslose Gro¨ße c   (”Druckbeiwert“) dargestellt wird.
Zur besseren Anschaulichkeit wird in Abb. 7.1 eine Teilansicht der Flu¨gel–
Rumpf–Konfiguration gezeigt, in der der deformierte Flu¨gel zu verschiede-
ne Punkten der quasi–stationa¨ren Iteration eingetragen ist. Weiterhin wird in
Abb. 7.2 das deformierte Gitter um den Flu¨gel herum gezeigt.
1Anstellwinkel und die Absolutwerte der Druckbeiwerte ko¨nnen aus Geheimhaltungs-
gru¨nden nur normiert wiedergegeben werden.
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undeformed configuration
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Abbildung 7.1: Form des Flu¨gels zu Beginn der Iteration, nach dem ersten Schritt
und im Endzustand (Gleichgewichtszustand).
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Abbildung 7.2: Eine Gitterebene parallel zur Flu¨gelachse im deformierten Zustand.
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Abbildung 7.3: Vergleich der Druckbeiwerte zwischen Messung (Ka¨stchen) und Si-
mulation ohne Beru¨cksichtigung (gestrichelt) bzw. mit Beru¨cksichti-
gung der Modellelastizita¨t (durchgezogen) in verschiedenen Schnit-
ten des Tragflu¨gels, Reiseflugbedingungen.
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Abbildung 7.4: Vergleich der Druckbeiwerte zwischen Messung (Ka¨stchen) und Si-
mulation ohne Beru¨cksichtigung (gestrichelt) bzw. mit Beru¨cksichti-
gung der Modellelastizita¨t (durchgezogen) in verschiedenen Schnit-
ten des Tragflu¨gels, Daten wie in Abb. 7.3, jedoch gro¨ßerer Anstell-
winkel.
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7.2 Lenkflugko¨rper elastisch mit Lenkbewegung im
Freiflug
Zusammen mit M. Hanke wurde ein einfacher Lenkflugko¨rper, basierend auf
den Daten aus [TO¨G00] untersucht. Aus dieser Reihe wird nachfolgend eine
Simulation, in der alle implementierten Bestandteile der Kopplungsbibliothek
verwendet wurden, vorgestellt, fu¨r weitere Ergebnisse siehe [Han03].
Bei dem Flugko¨rper handelt sich um einen einfachen Drehko¨rper mit ko-
nischem, an der Spitze abgerundeten Bug. Am Heck sind vier ebene, du¨nne
Leitwerke angebracht. Im aerodynamischen Modell wurden die Leitwerke nur
als Teil einer nicht durchstro¨mten Gitterebene modelliert, d.h. sie haben kein
Volumen. Fu¨r die hier gezeigte Simulation wurde das Modell zu einem Lenk-
flugko¨rper erweitert, indem die Leitwerke wie in Abschnitt 5.3 beschrieben
tordiert werden. Die Simulation wurde dreidimensional an einem vollsta¨ndi-
gen Modell durchgefu¨hrt.
Um den Einfluß von Lenkbewegungen wa¨hrend des Fluges auf die Flug-
bahn und die Erregung starrer und elastischer Freiheitsgrade zu untersuchen,
wurde ein Ausschlag der seitlichen Leitwerksflu¨gel als Ho¨henruder simuliert.
Als Vorgabe wurde verlangt, die in der xz-Ebene liegenden Flu¨gel binnen 0.01s
von 0
 
auf 10
 
zu verstellen und diese Anstellung fu¨r die Dauer von 0.1s bei-
behalten. Danach sollen die Leitwerksflu¨gel wieder innerhalb von 0.01s in die
Ausgangsstellung gebracht werden. Die dieser Vorgabe folgende Klappenbe-
wegung ist in Abb. 7.5 zu sehen.
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Abbildung 7.5: Freiflug mit Lenkmano¨ver, zeitlicher Ablauf der Leitwerksbewegung.
Die Simulation startet mit einer stationa¨ren Stro¨mung fu¨r eine Mach-
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zahl 1.5 und ohne Anstellung. Die Erdschwere wird hier vernachla¨ssigt. Der
Flugko¨rper befindet sich im stationa¨ren Reiseflug in seiner Achsenrichtung,
so daß er keine Verformungen besitzt und auch die Verformungsgeschwindig-
keiten Null sind, d.h. es finden keine elastischen Schwingungen statt. Durch
die schnelle Lenkbewegung wird nun eine Vera¨nderung der aerodynamischen
Lasten herbeigefu¨hrt und damit einhergehend auch eine Anregung elastischer
Schwingungen des Flugko¨rpers.
Betrachtet man den Zeitverlauf des Auftriebsbeiwertes in Abb. 7.10 auf Sei-
te 79 oben, dann erkennt man, wie die Ho¨henruder zuna¨chst leichten Abtrieb
bewirken. Durch die einsetzende Drehung des Flugko¨rpers um die Querach-
se in z–Richtung und den dadurch erzeugten effektiven Anstellwinkel entste-
hen auf der Unterseite des Flugko¨rpers, vor allem am Bug, ho¨here Luftkra¨fte
und damit Auftrieb. Dieser u¨berwiegt ab t = 0.07s den am Leitwerk erzeug-
ten Abtrieb (vgl. Abb. 7.6). Auf diese Weise erha¨lt die Flugbahn des Massen-
schwerpunktes eine Komponente in y-Richtung, siehe Abb. 7.11 oben links
(u  ), die zuna¨chst negativ wird und dann stetig ansteigt. Nach der Simulati-
onszeit t = 0.1s werden die Flu¨gel wieder in die Ausgangslage gebracht. Da-
durch erho¨ht sich die Luftangriffsfla¨che und der Auftrieb steigt deutlich an:
in Abb. 7.11 oben rechts hat die Auftriebskraft F   an dieser Stelle einen Knick.
Zeitgleich bewirkt der Auftrieb am Leitwerk ein positives Nickmoment M  
(Abb. 7.11 unten links), das als Ru¨ckstellmoment wirkt. Dadurch wird die Pen-
delbewegung abgebremst und es kommt nicht zu einem U¨berschlag. Der Pen-
delwinkel φ   fa¨llt ab einer Zeit von t = 0.25s wieder, so daß nach einigen wei-
teren Pendelschwingungen eine Flugrichtungsa¨nderung vollzogen sein wird.
Die elastischen Schwingungen beeinflussen diesen Vorgang auch nicht ne-
gativ. Die Verformungen sind in Abb. 7.9 oben dargestellt. Es zeigt sich, daß
Schwingungen angeregt wurden, die etwa zur Zeit des gro¨ßten effektiven An-
stellwinkels die ho¨chsten Amplituden erreichen. Danach klingen sie monoton
wieder ab.
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Abbildung 7.6: Freiflug eines elastischen Drehko¨rpers mit elastischen Flu¨geln, An-
stellung α  = 0
 
, Leitwerklenkbewegung 10
 
, Dauer 0.1s, M   =
1.5, Konturdarstellung der c  -Verteilung in der Anstellebene. Strom-
liniendarstellung der x− und y−Komponenten der Geschwindigkeit
in der Symmetrieebene. Das Koordinatensystem xyz bezeichnet die
Lage der Laborkoordinaten zur Zeit 0.0664387s (oberes Bild) und zur
Zeit 0.20631s (unteres Bild).
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Abbildung 7.7: Freiflug eines elastischen Drehko¨rpers mit elastischen Flu¨geln, An-
stellung α  = 0
 
, Leitwerklenkbewegung 10
 
, Dauer 0.1s, M
 
=
1.5, Blick auf den Heckbereich von hinten auf eine Koordinatenfla¨che
senkrecht zur Ko¨rpermittelachse bei x = 0.01m. Stromliniendarstel-
lung der y− und z−Komponenten der Geschwindigkeit. Konturdar-
stellung der c  -Verteilung zur Zeit 0.0664387s (oberes Bild) und zur
Zeit 0.20631s (unteres Bild) . Das Koordinatensystem xyz stellt die
Lage der Laborkoordinaten zur entsprechenden Zeit dar.
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Abbildung 7.8: Freiflug eines elastischen Drehko¨rpers mit elastischen Flu¨geln, An-
stellung α  = 0
 
, Leitwerklenkbewegung 10
 
, Dauer 0.1s, M
 
=
1.5, Konturdarstellung der Machzahl-Verteilung in der xy-Ebene.
Stromliniendarstellung der x− und y−Komponenten der Geschwin-
digkeit. Ausschnitt des Heck- und Nachlaufbereiches zur Zeit
0.0664387s (oberes Bild) und zur Zeit 0.20631s (unteres Bild) . Wei-
ße Fla¨chen entsprechen U¨berschallgebieten. Das Koordinatensystem
xyz stellt die Lage der Laborkoordinaten zur entsprechenden Zeit dar.
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Abbildung 7.9: Freiflug eines elastischen Drehko¨rpers mit elastischen Flu¨geln, An-
stellung α  = 0
 
, Leitwerklenkbewegung 10
 
, Dauer 0.1s, M   =
1.5, Zeitliche Entwicklung der elastischen Verschiebung u   und des
Biegewinkels β   der Deformation innerhalb der Laborkoordinaten.
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Abbildung 7.10: Freiflug eines elastischen Drehko¨rpers mit elastischen Flu¨geln, An-
stellung α  = 0
 
, Leitwerklenkbewegung 10
 
, Dauer 0.1s, M   =
1.5, Zeitliche Entwicklung des Auftriebsbeiwertes c  und der Ro-
tationswinkels φ   der Laborkoordinaten gegenu¨ber dem Inertialsy-
stem.
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Abbildung 7.11: Freiflug eines elastischen Drehko¨rpers mit elastischen Flu¨geln, An-
stellung α  = 0
 
, Leitwerklenkbewegung 10
 
, Dauer 0.1s, M   =
1.5, Zeitliche Entwicklung der VerschiebungenU   , U  (U   = 0) der
Laborkoordinaten relativ zum mit der Anfangsfluggeschwindigkeit
gleichfo¨rmig mitbewegten Inertialsystem (oben links), der resultie-
renden Luftkra¨fte F   , F  (oben rechts), des resultierenden Luftmo-
ments M   (unten links) und der Winkelgeschwindigkeit φ˙   (unten
rechts)
Kapitel 8
Zusammenfassung und
Ausblick
Mit den in dieser Arbeit formulierten und implementierten Werkzeugen fu¨r
aeroelastische Simulationen ist es gelungen, in Zusammenarbeit mit M. Hanke
den Stro¨mungslo¨ser FLOWer zu einem fu¨r vielfa¨ltige Anwendungen der aero-
elastischen Direktsimulation geeigneten Programm zu erweitern (siehe auch
[Han03]). Auch wenn die Erfahrungen im Umgang mit dem erweiterten Pro-
gammpaket noch nicht sehr groß sind, da derartige Simulationsberechnungen
immer sehr viel Zeit in Anspruch nehmen, so hat es sich bisher als ausgespro-
chen robust erwiesen und wurde sehr erfolgreich eingesetzt, ohne daß sich
bisher ausgepra¨gten Schwa¨chen gezeigt ha¨tten.
Alle in dieser Arbeit beschriebenen Verfahren sind in einer Programmbi-
bliothek implementiert worden, die mit dem FLOWer–Code gekoppelt worden
ist, um die Simulation von dreidimensionalen Stro¨mungen um Fluggera¨te mit
flexibler Geometrie zu ermo¨glichen. Einen zentralen Punkt nimmt dabei das
neuartige Gitterdeformationsverfahren mittels fiktiver, ra¨umlicher Rahmen-
tragwerke ein, da fu¨r die strukturierten Mehrblocknetze von FLOWer bisher
kein Programm zur Gitternachfu¨hrung existierte, das allgemein anwendbar
war und deformierte Gitter von ausreichend hoher Qualita¨t lieferte. Von dem
Gitterdeformationsverfahren wurde auch ein einzeln lauffa¨higes Programm
erstellt, mit dem ein Rechengitter gema¨ß einer vorgegebenen Deformation
oder Belastung des elastischen Flugko¨rpers oder Deformationen von Kompo-
nenten eines Fluggera¨tes aus dem nicht deformierten Gitter einer Bezugskon-
figuration (jig shape) gewonnen werden kann.
Unter Einsatz der in der Arbeit vorgestellten Simulationswerkzeuge konn-
te bereits eine Vielzahl von aeroelastischen Simulationen erfolgreich durch-
gefu¨hrt werden. Untersucht wurde sowohl das stationa¨re, als auch das in-
stationa¨re Verhalten verschiedener elastischer Tragflu¨gel. Diese Simulationen
dienten zum Teil der Validierung des Gesamtverfahrens anhand von Mes-
sungen fu¨r den stationa¨ren aeroelastischen Zustand einer Rumpf–Flu¨gel–
Konfiguration in transsonischer Stro¨mung (s. Abschnitt 7.1,[BBB
 
03]). Die von
M. Hanke in den FLOWer–Code eingefu¨gten Erweitungen fu¨r die instationa¨re
aeroelastische Simulation unter Verwendung der beschriebenen Programmbi-
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bliothek wurden von ihm selbst fu¨r eine instationa¨re Schwingung eines elasti-
schen Tragflu¨gels validiert [Han03]. Anhand eines einfachen Lenkflugko¨rpers
wurden mit dem Verfahren weitergehende aeroelastische Untersuchungen
durchgefu¨hrt, wie z.B. auch in Abschnitt 7.2 dargestellt. Dazu geho¨rt ferner
eine Methode zur Bestimmung aeroelastischer Derivativa mittels aeroelasti-
scher Direktsimulation [Han03].
Das vorgestellte Verfahren zur Gitterdeformation ist, u.a. weil es unstruk-
turierte Gitter und ha¨ngende Knoten zula¨ßt, nicht nur auf die Anwendung
mit dem auf strukturierten Gittern operierenden Stro¨mungslo¨ser FLOWer be-
schra¨nkt. So ist geplant, es auch in Verbindung mit dem im SFB 401 in Ent-
wicklung befindlichen, adaptiven Lo¨ser Quadflow einzusetzen. Gleiches gilt
fu¨r den erstellten Strukturlo¨ser und die Routinen zur U¨bertragung von La-
sten und Deformationen zwischen den Programmen. Erste Schritte zur Erstel-
lung einer an die Erfordernisse von Quadflow angepassten Schnittstelle zu
der Programmbibliothek sind bereits unternommen worden. Da das Gitterde-
formationsverfahren sich in der Praxis gut bewa¨hrt hat, ist es wu¨nschenswert,
den Vorgang weiter zu automatisieren und zu optimieren. Vorstellbar ist hier
eine automatische, evtl. adaptive Auswahl von Gitterlinien, die ein fu¨r die De-
formation optimales fiktives Rahmentragwerk liefert.
Anhang A
Implementierungsdetails
A.1 Die Programmiersprache Ada95
Im wissenschaftlichen Rechnen ist die Programmiersprache Ada95 sehr we-
nig verbreitet [Sti98]. Obwohl die Sprache gegenu¨ber weit verbreiteten Spra-
chen wie C++ oder FORTRAN9x zahlreiche Vorteile aufweist, ist sie außerhalb
ihrer traditionellen Nische kaum vertreten. Verglichen mit FORTRAN ist Ada
eine junge Programmiersprache, die ihren Ursprung in einem Wettbewerb des
Verteidigungsministeriums der USA Anfang der 70er Jahre hat. Dort suchte
man nach einer neuen Programmiersprache, die allgemein anwendbar sein
sollte, damit das vorhandene Durcheinander von Programmiersprachen nach
und nach abgelo¨st werden ko¨nne. Kernanforderungen waren eine Modula-
risierung, so daß wiederverwendbare Komponenten einfach erstellt werden
ko¨nnen, und eine weitreichende Unterstu¨tzung des Programmierers fu¨r die
Entwicklung korrekter Programme [DoD78]. Dies fu¨hrte dazu, daß die 1983
erstmals standardisierte Programmiersprache Ada u¨berwiegend in milita¨ri-
schen Bereichen zum Einsatz kam. 1995 folgte die erste U¨berarbeitung des
Standards, die vor allem die Mo¨glichkeiten fu¨r objektorientierte Programmier-
techniken wesentlich erweitert hat — die nun Ada95 genannte Sprache war die
erste offiziell standardisierte objektorientierte Programmiersprache [TD97]. In
der Folge hat sich die Verwendung der Sprache weiter verbreitet, auch wenn
immer noch sicherheitsorientierte Anwendungen im Vordergrund stehen, wie
z.B. Flugzeugsysteme, Eisenbahnsignalanlagen oder Banksysteme. Nachfol-
gend werden einige aus Sicht des Autors wesentliche Merkmale der Sprache
kurz angerissen, fu¨r eine ausfu¨hrliche Einfu¨hrung und U¨bersicht seien z.B.
[Bar98, Coh96] empfohlen.
Safety First!
Bei der Entwicklung von Ada stand die sichere Entwicklung und vor allem
Weiterentwicklung bzw. Wartung von sicheren Programmen ganz weit oben
im Lastenheft. Da fu¨r die Weiterentwicklung und Wartung von gro¨ßeren Pro-
grammen die meiste Zeit beno¨tigt wird, war eine hervorragende Lesbarkeit
der Sprache ein wichtiges Kriterium. Ein weiteres wesentliches Merkmal ist
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die sehr strenge Typisierung der Sprache. Fu¨r jeden Einsatzzweck ko¨nnen
angemessene Datentypen erzeugt werden, deren korrekte Verwendung dann
vom Compiler entsprechend u¨berwacht wird. Im Vergleich zu FORTRAN fa¨llt
hierbei auf, daß ein globaler Datentyp bzw. eine globale Variable nur genau
einmal definiert wird und nicht die Definition in jedem Programmteil wieder-
holt werden muß. All dies hilft bereits deutlich in der Entwicklung von Pro-
grammen, da viele typische Fehler der Programmierung in FORTRAN oder C
automatisch vermieden werden.
Wesentliche Eigenschaften
Modularisierung
A¨hnlich wie in N. Wirths Modula Programmiersprachen, die genauso wie Ada
auf Pascal basieren, ko¨nnen zusammengeho¨rige Funktionen und Datensa¨tze
in Modulen — in Ada packages genannt — zusammengefaßt werden. Neben
der besseren U¨bersicht u¨ber die Struktur eines Programmes, bietet das Kon-
zept den großen Vorteil, daß Namen von Unterprogrammen und Variablen
nie global wie in FORTRAN oder C sind, sondern stets nur in dem jeweiligen
Package lokal definiert werden. Dies vereinfacht die nachtra¨gliche Erweite-
rung von Software oder auch das Erstellen wiederverwendbarer Module sehr,
da im Gegensatz zu FORTRAN keine Ru¨cksicht auf die bereits vorhandene Na-
mensgebung genommen werden muß, was gerade bei großen Programmsy-
stemen sehr mu¨hsam ist und einer sinnvollen Benennung der Programmteile
oft im Wege steht. In FORTRAN90 wurde dieses Konzept teilweise u¨bernom-
men, da es sich in anderen Sprachen bereits bewa¨hrt hat.
Weiterhin ist es in Ada vorgeschrieben, eine von der Implementierung se-
parate Spezifikationsdatei fu¨r Module zu erstellen, die alle nach außen hin
sichtbaren Bestandteile des Moduls entha¨lt. Die Implementierung, der soge-
nannte body, kann so jederzeit gea¨ndert werden. Solange die Spezifikation
nicht beru¨hrt wird, hat dies keine Auswirkungen auf die Funktion des Pro-
grammes. Bei FORTRAN oder C Programmen kann man dagegen nicht vor
Nebenwirkungen geschu¨tzt sein, da die Sprache es nicht verbietet, z.B. eine
Variable aus dem Inneren einer Implementierung an einer beliebigen anderen
Stelle zu verwenden.
Generisches Programmieren
Eine fu¨r die Erstellung von wissenschaftlicher Software (und die Erstellung
von Software im allgemeinen) wesentliche Technik ist das generische Pro-
grammieren. Es kommt regelma¨ßig vor, daß ein bestimmter Algorithmus, z.B.
ein Sortierverfahren, fu¨r verschiedene Datentypen genutzt werden soll. Die
generische Programmierung ermo¨glicht es, diesen Algorithmus nur einmal,
praktisch als Funktionsmuster zu erstellen und fu¨r jeden Datentyp, der zur
Anwendung kommen soll, eine Kopie entsprechend automatisch zu erstellen.
Prinzipiell ist diese Technik mit Hilfe eine Pra¨prozessors auch bei Sprachen
wie FORTRAN oder C mo¨glich, jedoch nur mit Schwierigkeiten. Ada bietet hier
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seit dem ersten Standard 1983 eine umfassende und mit dem streng typisierten
Sprachmodell konsistente Lo¨sung. Insgesamt ermo¨glicht die generische Pro-
grammierung eine gu¨nstige Art, vielseitig einsetzbare Funktions–Bibliotheken
zu erstellen.
Als Beispiel sei hier eine kleine Routine genannt, die zwei Objekte eines
beliebigen Datentyps vertauscht.
generic
type My_Object is private; -- alle mo¨glichen Datentypen
procedure Swap (Obj_1, Obj_2 : in out My_Object) is
Tmp : My_Object;
begin
Tmp := Obj_1;
Obj_1 := Obj_2;
Obj_2 := Tmp;
end Swap;
Um diese Routine nun nutzen zu ko¨nnen, z.B. um Real–Zahlen zu tauschen,
muß eine entsprechende Instanz gebildet werden:
type Real is digits 12; -- mind. 12-stellige Real-Zahlen
procedure R_Swap is new Swap(Real);
Mit dem Aufruf von R Swap ko¨nnen nun zwei Real–Zahlen vertauscht wer-
den. Entsprechend kann das Unterprogramm auch fu¨r Integer–Zahlen oder
Finite–Elemente verwendet werden, solange ein entsprechender Datentyp
zum Ersatz von My Object dafu¨r definiert ist.
Neben einzelnen Unterprogrammen, wie hier dargestellt, ko¨nnen auch
ganze Bibliotheken (in Form von Packages) von generischen Parametern
abha¨ngig gemacht werden.
Mixed Language Programming
Es war ein wesentliches Kriterium fu¨r die Auswahl von Ada95 fu¨r die Im-
plementierung der Software dieser Arbeit, daß die Definitionen zum Im- und
Export von Daten und Prozeduren aus C und FORTRAN Programmen bereits
im Standard verankert sind. Sogar die spezielle Speicherung von mehrdimen-
sionalen Feldern in FORTRAN (spaltenweise) wird bei einer entsprechenden
Deklaration automatisch beru¨cksichtigt. Fu¨r C++ gilt dies nur eingeschra¨nkt,
da fu¨r C++ selbst noch keine verbindliche Regelung fu¨r die Speicherung von
Datenstrukturen oder fu¨r die Schnittstelle zu Unterprogrammen definiert ist.
Jedoch ko¨nnen C++ und Ada95 Programme immer u¨ber die gemeinsam be-
kannten Datentypen von C kommunizieren.
Late Binding (OOP), Parallelita¨t, Portabilita¨t
Auch wenn es fu¨r die Erstellung von numerischer Software eine weniger wich-
tige Eigenschaft ist, so erlaubt Ada95 eine objekt–orientierte Programmierung
(OOP) im u¨blichen Sinne, d.h. entsprechend deklarierte Datentypen ko¨nnen
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nachtra¨glich erweitert und mit neuen Eigenschaften versehen werden. Außer-
dem ko¨nnen fu¨r die so entstandene Klasse von Datentypen Unterprogramme
definiert werden, bei denen erst zur Laufzeit des Programmes, abha¨ngig von
der jeweiligen Unterart des Datensatzes, die Ausfu¨hrung des zu dem Daten-
satz geho¨rigen Unterprogrammes angestoßen wird.
Ein weiterer wichtiger Bestandteil der Sprache Ada95 ist die Mo¨glich-
keit zur Erstellung parallel laufender Programme, ohne eine zusa¨tzliche Bi-
bliothek wie MPI oder fremde Sprachkonstrukte wie OpenMP zu verwenden.
A¨hnlich wie in High–Performance–FORTRAN allerdings ist diese Technik fu¨r
die Ausfu¨hrung auf Shared–Memory Computern geeigneter als das klassische
Message–Passing typischer numerischer Software. Allerdings ko¨nnen mit die-
ser Technik leicht Client–Server–Anwendungen wie z.B. ein Banksystem mit
externen Kundenterminals realisiert werden.
Aufgrund der bereits beim Entwurf der Sprache gewu¨nschten Allgemein-
heit ist die Sprache sehr portabel. Fu¨r die Anwendung im wissenschaftlichen
Rechnen ist die bereits gegebene Existenz von Compilern fu¨r alle u¨blichen
Workstation- und PC–Architekturen nu¨tzlich.
A.2 Finite Elemente
Bei der Implementierung des Finite Elemente Modells wurden die meisten
zuvor genannten Konstrukte von Ada95 verwendet. Es wurde ein Modul
Generic FE System erstellt, das die grundlegenden Datentypen und Eigen-
schaften des Finite–Elemente Modells beschreibt. Das Paket ist generisch von
der Wahl eines numerischen Zahlentyps, eines Datentyps fu¨r 3D–Vektoren mit
zugeho¨rigen Matrizen (z.B. fu¨r Koordinaten) und eines Datentyps fu¨r algebrai-
sche Vektoren und Matrizen (z.B. fu¨r die Steifigkeitsmatrix) abha¨ngig.
Das gesamte Finite–Elemente Modell ist mit den Techniken der OOP er-
stellt und besteht im wesentlichen aus 6 Datentypen (Objekttypen) und den
zugeordneten Eigenschaften. Die Datentypen sind:
• Freiheitsgrade,
• Knoten,
• Elemente,
• Randbedingungen,
• Lasten,
• Materialien.
Dabei sind Elemente und Materialien sogenannte abstrakte Typen, von de-
nen keine direkten Objekte angelegt werden ko¨nnen. Um z.B. Elemente an-
legen zu ko¨nnen, muß zuna¨chst ein spezieller Elementtyp, etwa ein Element
fu¨r einen elastischen Balken, zusammen mit den zugeho¨rigen Funktionen z.B.
zur Definition der Elementmatrizen, definiert werden. Dies geschieht durch
Definition eines entsprechend von dem abstrakten Grundtyp fu¨r Elemente
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abgeleiteten Datentyps fu¨r das konkrete Element in einem Child Package zu
Generic FE System.
Auf diese Weise ist in den Grundzu¨gen ein Finite–Elemente–Programm
entstanden, das sehr einfach um neue Elementtypen oder Materialien er-
weiterbar ist. Prinzipiell ist es auch denkbar, darin Elemente zur Simulation
von Fluiden zu definieren.
Durch die Verwendung generischer Parameter fu¨r die zu verwendenden
Vektoren kann auch hier das selbst geschriebene Vektor–Package durch andere
ersetzt werden, um z.B. einen Vektor–Datentyp zu verwenden, der paralleles
Rechnen unterstu¨tzt.
A.3 Hilfsbibliotheken
Fu¨r die Implementierung des Gesamtprogrammes fu¨r Gitterdeformation und
Finite–Elemente wurde auf eine Reihe von Programmbibliotheken zuru¨ckge-
griffen, um die Programmierung einfacher zu gestalten. Ein Teil dieser Routi-
nen wurde selbst erstellt, ein anderer im Rahmen freier Software im Internet
gefunden. Unter letzteren seien insbesondere die sog. Booch–Komponenten
[Boo86, Wri02] zu nennen, die Listen und a¨hnliche Datenstrukturen imple-
mentieren. Desweiteren hat [Kaz00] mit seinen Routinen zum Editieren von
Strings und dem Rechnen mit dimensionsbehafteten Zahlen zwei Bibliothe-
ken erstellt, die besonders bei der Implementierung der Ein- und Ausgabe
von großer Hilfe waren. So ist z.B. die Eingabedatei fu¨r die Diskretisierung
des Flugko¨rpers durchga¨ngig dimensioniert, um Eingabefehler durch Miß-
versta¨ndnisse bei der Dimension (mm vs. m) zu vermeiden.
A.3.1 Rechnen mit Vektoren und Matrizen
Bei der Erstellung numerischer Software gibt es viele Stellen, an denen lineare
Algebra eine wichtige Rolle spielt. Daher gibt es fu¨r FORTRAN auch u¨bliche
Implementierungen wie BLAS und LAPACK, die viele Funktionen der Linea-
ren Algebra unter Beru¨cksichtigung der Eigenarten der Numerik und einer
optimalen Rechengeschwindigkeit zur Verfu¨gung stellen. Die Eigenschaften
der Sprache Ada95 gestatten jedoch eine andere Form der Implementierung
anstelle der u¨blichen Unterprogramme mit mehreren Eingabeparametern und
einem Ru¨ckgabewert (z.B. matmul fu¨r Matrix–Vektor–Multiplikation). Ideal
wa¨re eine Implementierung, die die Notation der Mathematik (+,-,*,/) u¨ber-
nimmt und die gleiche Geschwindigkeit wie die klassischen Unterprogramme
bietet.
Die Verwendung von Funktionen anstelle von Prozeduren bedeutet, daß
der zuru¨ckzugebende Wert als Datensatz erst in der Funktion angelegt wird
und dann an eine u¨bergeordnete Variable u¨bergeben wird. Dies hat in der Re-
gel deutlich mehr Speicheroperationen zur Folge als wenn ein bereits angeleg-
ter Ausgabedatensatz in einer Prozedur lediglich neu beschrieben wird. Be-
nutzt man nun eine einfache Form der Implementierung fu¨r vektorielle Ope-
rationen in Funktionsform, so wird ein Programm in der Ausfu¨hrung deutlich
88 Anhang A. Implementierungsdetails
langsamer werden, da vor der Ausfu¨hrung jeder Operation ein Vektor fu¨r das
Ergebnis im Speicher angelegt werden muß. Diese Einbuße an Geschwindig-
keit wird u¨blicherweise mit unter dem Begriff ”abstraction penalty“ gefaßt.
Verwendung einer Prozedur mit Ru¨ckgabe u¨ber einen der Parame-
ter (in FORTRAN die notwendige Methode, da Funktionen keinen
Vektor zuru¨ckliefern ko¨nnen.):
procedure Add_Vec(x : out Vector; a, b : in Vector) is
begin
for i in a’Range loop
x(i) := a(i) + b(i);
end loop;
end Add_Vec;
Bei Ausfu¨hrung der Zeile Add Vec(x,a,b) geschieht folgendes:
1. Vor der Ausfu¨hrung sind alle drei Vektoren a, b und x im
Speicher angelegt.
2. Ausfu¨hrung: Die Eintra¨ge von a und bwerden addiert und in
x geschrieben.
Bei einer Funktion wird es komplizierter:
function "+"(a, b : in Vector) return Vector is
Result: Vector;
begin
for i in a’Range loop
Result(i) := a(i) + b(i);
end loop;
return Result;
end "+";
Bei Ausfu¨hrung der Zeile x := a + b geschieht folgendes:
1. Vor der Ausfu¨hrung sind die drei Vektorena, b und x im Spei-
cher angelegt.
2. Der Vektor Result wird im Speicher angelegt.
3. Ausfu¨hrung: Die Eintra¨ge von a und bwerden addiert und in
Result geschrieben.
4. Die Werte aus Result werden in x kopiert.
5. der Vektor Result wird aus dem Speicher entfernt.
Gegenu¨ber der oben dargestellten Form des Programms als Pro-
zedur fa¨llt vor allem die Erstellung, Kopie und abschließend
Lo¨schung des tempora¨ren Vektors Result auf. Diese Schritte wir-
ken sich spu¨rbar negativ auf die Rechenzeit aus und sollen daher
vermieden werden.
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In der vorliegenden Arbeit wird angestrebt, eine Bibliothek zu erstel-
len, die durch die Verwendung entsprechender Datenstrukturen und anderer
Techniken diese Nachteile vermeidet, aber die Notation in Funktionsform bei-
beha¨lt.
Kernstu¨ck dafu¨r ist die Verwaltung der Vektoren u¨ber Zeiger auf deren
Speicherstelle, so daß die Kopie eines ”Vektors“ zuna¨chst nur die Kopie ei-
nes Zeigers beinhaltet. Natu¨rlich kann so nicht vermieden werden, daß re-
gelma¨ßig neue Vektoren erzeugt werden mu¨ssen, dafu¨r wird ein weiteres Kon-
strukt eingefu¨hrt: Ein tempora¨rer Vektor, in dem Zwischenergebnisse gespei-
chert werden und der bei der Ru¨ckgabe einfach gegen den Ergebnisvektor ge-
tauscht wird. So wird die Anlage neuer Vektoren in der Praxis auf ein minimal
notwendiges Maß reduziert, lediglich der Speicherplatz fu¨r einen zusa¨tzlichen
Vektor muß in Kauf genommen werden.
Aufbau einer Funktion unter Verwendung von Zeigern auf die
Vektoren und einem globalen, tempora¨ren Vektor:
Temp_Vec : Vector_Access
function "+"(a, b : in Vector_Access) return Vector_Access is
begin
if Temp_Vec = Null then -- noch nicht angelegt?
Temp_Vec := new Vector;
end if;
for i in a’Range loop
Temp_Vec(i) := a(i) + b(i);
end loop;
return Temp_Vec;
end "+";
Bei Ausfu¨hrung der Zeile x := a + b geschieht folgendes:
1. Vor der Ausfu¨hrung sind fu¨r die drei Zeiger a, b und x im
Speicher Vektoren angelegt.
2. Wenn der Zeiger Temp Vec noch keinem Vector im Speicher
zugewiesen ist, so wird einer neuer Vektor im Speicher ange-
legt und Temp Vec zugewiesen.
3. Ausfu¨hrung: Die Eintra¨ge von a und bwerden addiert und in
Temp Vec geschrieben.
4. Die Zeiger x und Temp Vec werden einander zugewiesen, so
daß x nun auch auf den Speicher von Temp Vecweist. Da der
Speicherplatz, auf den x vorher gewiesen hat, nun unbenutzt
ist, kann er fu¨r Temp Vec benutzt werden.
Man kann sehen, daß wenn Temp Vec schon ein Vektor zugewie-
sen ist, nur noch die Addition und das Vertauschen zweier Zeiger
auf Speicherinhalte ausgefu¨hrt werden mu¨ssen. Das teure Kopie-
ren eines Vektorinhaltes in einen anderen entfa¨llt.
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Um die Verkettung mehrerer Operationen weiter zu optimieren, wird erlaubt,
daß ein Datenfeld eines Vektors von mehreren Vektor–Zeigern gleichzeitig be-
nutzt wird. So kann z.B. fu¨r mehrere aufeinander folgende Additionen der
gleiche Vektor fu¨r die Zwischenergebnisse genutzt werden, ohne fu¨r jedes
Zwischenergebnis einen anderen anlegen zu mu¨ssen. Damit bei Multiplika-
tionen keine Zwischenergebnisse zersto¨rt werden, wird die Zahl der Zeiger,
die auf einen Datensatz weisen, geza¨hlt (sog. ”Reference–Counting“), so daß
der Tempora¨rvektor hier nur dann fu¨r die Ablage eines Zwischenergebnisses
benutzt wird, wenn der Za¨hler auf 1 steht und somit keine weitere Operati-
on auf diesen Datensatz Bezug nimmt. Sollte der Za¨hler gro¨ßer als 1 sein, so
wird ein neues tempora¨res Objekt fu¨r das entsprechende Zwischenergebnis
angelegt.
Soll x := a + b + c gerechnet werden, so wird der tempora¨re
Vektor Temp Vec mehrfach verwendet, was eine weitere Optimie-
rung darstellt:
1. Lege ggf. einen neuen Temp Vec an.
2. Berechne Temp Vec = b + c. Temp Vec ist dann Eingabe-
parameter fu¨r die zweite Addition.
3. Berechne Temp Vec = a + Temp Vec.
4. Vertausche die Zeiger zu x und Temp Vec.
Bei gemischter Multiplikation und Addition, z.B. x := r*a +
s*b mit Skalaren r und s, darf der Tempora¨rvektor natu¨rlich
nicht mehrfach verwendet werden, da sonst Zwischenergebnisse
zersto¨rt werden. Bei jeder Multiplikation wird also ein neuer Tem-
pora¨rvektor als Speicher fu¨r ein Zwischenergebnis angelegt.
A.3.2 Kontrolle des Rundungsfehlers
Fu¨r die Kontrolle des Rundungsfehlers gibt es verschiedene Ansa¨tze. Neben
der klassischen Vorwa¨rts- und Ru¨ckwa¨rts–Analyse der Algorithmen gibt es
auch numerische Methoden, die eine gute Abscha¨tzung des Rundungsfehlers
wa¨hrend der Berechnung erlauben. Zum einen bietet sich das Rechnen mit In-
tervallen an, zum anderen eine statistische Methode zur Erfassung der Pra¨zi-
sion [CCF96, CGV96], die als ”Cestac“–Methode bekannt ist. Da die Analyse
eines gesamten Programmes sehr umfangreich und aufwendig ist, liefert der
Einsatz einer numerischen Methode hier eine erhebliche Erleichterung, zumal
evtl. kritische Stellen, wie z.B. eine instabile Abfrage oder Division, hier leicht
festgestellt werden ko¨nnen. Zudem ko¨nnen bei derartigen Methoden auch Da-
tenfehler, z.B. die typische Genauigkeit von Meßdaten, beru¨cksichtigt werden.
Fu¨r die Anwendung in der gekoppelten aeroelastischen Simulation wurde
die Cestac Methode implementiert, da diese gegenu¨ber der Intervallrechnung
bei der Implementierung Vorteile hat, wenn man u¨ber die Grundrechenarten
hinaus geht. Die Wirkungsweise wird nachfolgend an einem kleinen Beispiel
verdeutlicht.
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Zu berechnen ist eine Rekursionsfolge [Mul87]
u(n + 1) = 111 − 1130/u(n) + 3000/(u(n) ∗ u(n − 1))
mit u(1) = 5.5 und u(2) = 61/11. Der exakte Grenzwert ist
lim      u(n) = 6. Der zugerho¨rige Ada95–Programmausschnitt
ist wie folgt:
declare
A : Float := 5.5;
B : Float := 61.0/11.0;
C : Float;
begin
for I in 3..25 loop
C := B;
B := 111.0 - 1130.0/B + 3000.0/(A*B);
A := C;
Put_Line ("U(" & I’Img & ") = " & B’Img);
end loop;
end;
Wird fu¨r Float die maximale Rechengenauigkeit einer 32-bit
Workstation (HP 9000) verwendet, so lautet das Ergebnis:
U( 3) = 5.5901639344262E+00
U( 4) = 5.6334310850440E+00
U( 5) = 5.6746486205100E+00
U( 6) = 5.7133290523783E+00
U( 7) = 5.7491209196646E+00
U( 8) = 5.7818109198243E+00
U( 9) = 5.8113142268599E+00
U( 10) = 5.8376563522579E+00
U( 11) = 5.8609481538324E+00
U( 12) = 5.8813197515411E+00
U( 13) = 5.8981770256150E+00
U( 14) = 5.8979652475565E+00
U( 15) = 5.6470110840386E+00
U( 16) = 9.6833994452975E-01
U( 17) = -5.0732160516247E+02
U( 18) = 1.0712063523281E+02
U( 19) = 1.0039594218944E+02
U( 20) = 1.0002351860606E+02
U( 21) = 1.0000140357456E+02
U( 22) = 1.0000008385280E+02
U( 23) = 1.0000000501314E+02
U( 24) = 1.0000000029989E+02
U( 25) = 1.0000000001795E+02
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Wie man leicht sehen kann, wendet sich die Folge nach der 15. Ite-
ration von dem richtigen Grenzwert ab, um dann spa¨ter scheinbar
gegen einen Wert bei 100 zu kovergieren. Wendet man die imple-
mentierte Cestac–Methode an, so erha¨lt man:
U( 3) = 5.5901639344262E+00
U( 4) = 5.63343108504E+00
U( 5) = 5.6746486205E+00
U( 6) = 5.71332905E+00
U( 7) = 5.749120E+00
U( 8) = 5.78181E+00
U( 9) = 5.811E+00
U( 10) = 5.83E+00
U( 11) = 5.E+00
U( 12) = @.0
U( 13) = @.0
Fehler: INSTABILE DIVISION
Eine instabile Division tritt dann auf, wenn der Nenner keine signi-
fikante Zahl mehr ist. Dann kann die errechnete Folge die ”Rich-
tung“ a¨ndern, wie oben durch die Konvergenz zu einem anderen
Grenzwert hin erkennbar ist. In der Darstellung des Programm-
ablaufes mit der Cestac–Methode oben ist erkennbar, wie die Zahl
der verla¨sslich bestimmten Ziffern des Ergbnisses abnimmt. Mit
@.0wird eine Zahl ohne signifikanten Wert bezeichnet, die mathe-
matisch in der Wirkung einer Null a¨hnlich ist [CGV96].
Prinzipiell kann natu¨rlich die gesamte aeroelastische Simulation mit Ein-
satz dieser Methode durchgefu¨hrt werden. Jedoch ist dies aufgrund der sehr
viel la¨ngeren Rechenzeit und des ho¨heren Speicherbedarfes nicht praktikabel,
wenn nicht nach eine speziellen Fehlerursache gesucht werden soll. Die An-
wendung an speziellen Stellen, die besonders kritisch sind, kan jedoch sinnvoll
sein.
Die Bibliothek wird bei der Datenu¨bertragung zwischen der Bewegung
des Laborsystems fu¨r den gesamten Flugko¨rper und der elastischen Bewe-
gung eingesetzt, um eventuelle Instabilita¨ten aufgrund der dort eingesetzten
Kreuzprodukte feststellen zu ko¨nnen. Der Einsatz der entsprechenden Biblio-
thek innerhalb des Gesamtprogramms ist noch nicht ausgereizt. Denkbar ist
z.B. der Einsatz innerhalb der iterativen Lo¨ser zur Bestimmung eines guten
Abbruchkriteriums oder auch bei der U¨bergabe von Belastungswerten vom
Stro¨mungslo¨ser an den Festko¨rperteil des Programms mit einer entsprechend
angegebenen Genauigkeit.
Anhang B
FE-Matrizen fu¨r erweitertes
Balkenelement
Fu¨r das in Kapitel 3.2 erstellte Finite Balkenelement werden im Folgenden die
vollsta¨ndigen Elementsteifigkeits– und Elementmassenmatrix vorgestellt. Der
besseren U¨bersicht halber werden beide Matrizen in den Anteil der reinen Bal-
kenbiegung (entsprechend dem Rayleigh–Balken, die eine Drehtra¨gheit der
Balkenquerschnitte bereits beru¨cksichtigt) und den zusa¨tzlichen Anteil der im
Timoshenko–Modell beru¨cksichtigten Scherung aufgeteilt.
Der zugrunde liegende Ansatz von Friedman und Kosmatka [FK93] bie-
tet diese Mo¨glichkeit, indem das Verha¨ltnis der Biege- zur Schersteifigkeit (φ 
und φ  ) zu Null gesetzt wird, einer unendlich hohen Schersteifigkeit entspre-
chend. Zusa¨tzlich werden fu¨r den Rayleigh–Anteil alle Terme mit dem Scher-
koeffizienten k vernachla¨ssigt.
In der Steifigkeitsmatrix gibt es zwischen dem Bernoulli–Balken (oh-
ne Beru¨cksichtigung der Drehtra¨gheit der Balkenquerschnitte) und dem
Rayleigh–Modell keinen Unterschied. Die Massenmatrix des Bernoulli–
Balkens kann jedoch aus der des Rayleigh–Balkens abgeleitet werden, indem
alle darin auftretenden Fla¨chentra¨gheitsmomente zu Null gesetzt werden.
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B.1 Elementsteifigkeitsmatrix
Der Rayleigh–Anteil der Elementsteifigkeitsmatrix ist
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sowie G′ = G/E. Die Matrix K  und die Teilmatrizen K 
 
,
K   sind symmetrisch. Die Matrix K  wird zur Elementsteifigkeitsmatrix des
vollsta¨ndigen Timoshenko–Balkens erweitert, indem
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gebildet wird. Die resultierende Matrix K   ist ebenfalls symmetrisch.
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B.2 Elementmassenmatrix
Der Rayleigh–Anteil der Elementmassenmatrix ist
M  = ρA

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Die Matrix M  wird zur Elementmassenmatrix des vollsta¨ndigen
Timoshenko–Balkens erweitert, indem
M   = ρA
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gebildet wird. Auch hier sind M  und M   symmetrisch.
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